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Aufgabe 1 (10 Punkte)
Bei dieser Aufgabe gibt es fiir jedes richtig gesetzte Kreuz einen halben Punkt und fiir jedes falsch gesetzte
Kreuz wird ein halber Punkt abgezogen. Setzen Sie kein Kreuz, so wird die entsprechende Zeile nicht gezihlt.

Die Punktzahl ist damit die Anzahl der richtig gesetzten weniger der Anzahl der falsch gesetzten Kreuze.

(a) Kreuzen Sie fiir jede der folgenden Formeln an, ob diese fiir alle Mengen M wahr oder falsch ist.

0 eP(M) X wahr O falsch
0 CP(M) X wahr O falsch
M e P(M) X wahr O falsch
M CP(M) O wahr X falsch
(b) Kreuzen Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob diese wahr oder falsch ist.
NxN={(a,b)|]acNAbe N} X wahr O falsch
NxN={(a,b)|IneN:dmeN:n=aAm=>b} X wahr O falsch
NxN={z|VaeN:VbeN:z=(a,b)} O wahr X falsch
NxN={z|daeN:3beN:z=(a,b)} X wahr O falsch

(c) Gegeben sei die Funktion f : N — N mit f(z) = 2x. Kreuzen Sie fiir jede der folgenden Aussagen an,
ob diese wahr oder falsch ist.

f besitzt eine Linksinverse. X wahr O falsch
f besitzt eine Rechtsinverse. O wahr X falsch
f ist bijektiv. O wahr X falsch
f besitzt eine Umkehrfunktion. 0O wahr X falsch

(d) Kreuzen Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob diese fiir alle Aquivalenzrelationen = und ~ auf der
Menge N wahr oder falsch ist.

= U ~ ist Aquivalenzrelation. O wahr X falsch
= N ~ ist Aquivalenzrelation. X wahr O falsch
= U ~ ist linear. O wahr X falsch
= N ~ ist linear. 0O wahr X falsch

(e) Kreuzen Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob diese fiir alle Monoide (M, e, -) wahr oder falsch ist.

e-e=e X wahr O falsch
Ve,yeM:z-y=y-x 0O wahr X falsch
VeeM:x-xeM X wahr O falsch
VeeM:x-x=x 0O wahr X falsch



Aufgabe 2 (3 + 7 Punkte)
Behauptung:

(a) Gegebensei S :={R e P({0,1} x{1})]| R isteindeutig }. Dann gilt:
S={0.{0, D} {1}, {01, (L1)}}

(b) Gegeben seien Mengen A und B und eine Menge von eindeutigen Relationen R C P(A x B) so, dass
fir alle R, S € R gilt R C S oder S C R. Dann gilt, dass [ J R eindeutig ist.

(@) -

(b) Beweis. (z.z.|JR isteindeutig, dh.Vz € A:Vy,z€ B: (z,y) e UJRA(z,2) e UR=y=2)
Seienz € Aund y, z € B. Es gelte (z,y) € | JR und (z,2) € UR. (z.z. y = 2)
Wegen (x,y) € |JR gibt es nach Def. von | ein R € R mit (z,y) € R. Wegen (z,z) € |JR gibt es
nach Def. von | J ein S € R mit (z, z) € S. Nach Voraussetzung gilt nun R C S oder S C R.
1. Fall: Es gilt R C S. Dann folgt aus (z,y) € R, dass (x,y) € S.Da S € R, ist S eindeutig. Damit
folgt aus (z,y) € Sund (x, z) € S, dass y = 2.
2. Fall: Es gilt S C R. Dann folgt aus (z, z) € S, dass (z,2) € R.Da R € R, ist R eindeutig. Damit
folgt aus (z,y) € Rund (z,z) € R, dass y = z. O

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Behauptung: Fiir alle a € R und m,n € N gilt: (a™)" = a™".

Beweis. Sei a € R. Wir zeigen (a™)" = o™ fiir alle m,n € N durch vollstdndige Induktion iiber n. Wir
definieren dazu fiir alle n € N die Aussage A(n) alsVm € N : (a™)" = a™.
(IB): Wir zeigen A(0), d.h. Vm € N: (a™)° = a™. Sei also m € N. Dann gilt nach Definition der Potenz:

(IS): Sein € N und es gelte die Aussage A(n),d.h.Vm € N : (a”™)" = a"". Wir nennen A(n) die Induktions-
voraussetzung und zeigen, dass nun auch A(n + 1), dh. Vm € N : (a™)"! = ™"+ gilt. Sei also m € N.
Dann gilt:

Def. Potenz LV. Hinweis
(am)nJrl Lo am<am)n Mg — gmngm IS mntme am(n+1)

Dies liefert die Giiltigkeit von A(n + 1) und damit folgt die zu beweisende Aussage. 0

Aufgabe 4 (6 + 5 + 1 Punkte)
Voraussetzung: Gegeben sei die Funktion g : N — P(N) mit g(n) = {nz | z € N }.
Behauptung:

(a) g injektiv ist.
(b) g nicht surjektiv ist.
(c) Bsgiltg ' ({N}) ={1}.



(a) Beweis. (z.z.¥n,m € N: g(n) = g(m) = n=m)
Seien n,m € N. Es gelte g(n) = g(m). Also gilt {nz |z €N} = {ma |z e N}. Dal € N, gilt
ne€{nr|reN}undm € {me|xeN}. Wegen {nz|z€N} = {mz|zeN}giltauchn €
{mzx|zeN}undm € {nz|x e N} Esgibtalsoz,y € Nmitn = mz und m = ny. Also ist
n = nyx,alsoyr = 1. Dax,y € N, folgt x = y = 1. Wegen n = mux folgt daraus n = m. [
(b) Beweis. (z.z.3Y € P(N):VneN:g(n)#Y)
Setze Y := (). Nach Def. der Potenzmenge gilt } € P(N), also Y € P(N). Seinunn € N.Da0 € N,
gilt0=n-0€ {nz|zeN}=gn). Alsoist g(n) # () = Y. Damit ist g nicht surjektiv. O

Aufgabe 5 (5 + 3 + 4 Punkte)
Gegeben sei die Teilbarkeitsrelation | auf der Menge N.

(a) (N,|) ist eine geordnete Menge.
(b) 0 ist groBtes Element der Menge N in (N, |).
(c) Fiiralle k,1 € N mit k|l gilt: {k}" C {1}".

(a) Beweis. (z.z.|ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv)
refl.: (z.z. Vo € N : x|z)
Seix € N. (z.z.

x,d.h. dn € N : nx = x) Setze n := 1. Dann ist n € N und es gilt nx = 1z = =.

Also gilt x|z nach Def. von |.

antisymm.: (z.z.Vz,y € N: z|ly Aylz = z = y)

Seien x,y € N. Es gelte x|y und y|z. (z.z. x = y)

Wegen z|y und y|x gibt es n,m € N mit nz = y und my = x. Also ist mnx = z, also mn = 1. Da

m,n € N, folgt m = n = 1. Wegen nx = y folgt daraus x = y.

trans.: (z.z.Vx,y,z € N:zly Ay|lz = z|2)

Seien x,y, z € N. Es gelte x|y und y|z. (z.z. x|z, d.h. Ip € N : px = 2)

Wegen x|y und y|z gibt es n,m € N mit nx = y und my = z. Setze p := mn. Dam,n € N, ist auch

p € N. Weiter gilt pzr = mnx = my = z. Also gilt 2|z nach Def. von |. O
(b) Beweis. (z.z.¥x € N : z|0)

Seiz € N. (z.z. 20, d.h. I3n € N : nz = 0)

Setze n := 0. Dann ist n € N und es gilt nz = 0z = 0. Also gilt 2|0 nach Def. von |. O
(c) Beweis. Seien k,l € Nmit k|l. (zz. {k}’ C{1}")

Seiz € {k} . (zz.x € {l})

Nach Def. ist = also untere Schranke von der Menge { k }, also von k selbst. Also gilt x|k. Wegen k|l

folgt mit der Transitivitit von |, dass x|l gilt. Damit ist = untere Schranke von [, also gilt nach Def.

ze{l}’. O

Aufgabe 6 (6 + 2 Punkte)
Voraussetzung: Sei f : N — Nund g : P(N) — P(N) gegeben durch g(X) = f(X).
Behauptung:

(a) g ist monoton.

(b) g hat einen Fixpunkt.



(a) Beweis. (z.z.VA,BeP(N): AC B= g(A) C g(B))
Seien A, B € P(N). Es gelte A C B. (z.z. g(A) C ¢g(B))
Seiz € g(A). (z.z.x € g(B),dh.z € g(B),dh.3be B : f(b) = x)
Wegen x € g(A) gilt nach Def. von g, dass x € f(A). Nach Def. des Bildes gibt es also ein a € A mit
f(a) = z. Setze nun b := a. Dann giltb € B,daa € Aund A C B. Es gilt weiter f(b) = f(a) = z,
also nach Def. des Bildes x € f(B). Also gilt nach Def. von g, dass = € g(B). Damit gilt g(A) C g(B).
Also ist g monoton. 0
(b) Beweis. Nach Aufgabenteil a) ist g monoton und besitzt nach dem Fixpunktsatz von Knaster-Tarksi einen
Fixpunkt. [



