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Kapitel 1
Einleitung

Die Graphentheorie ist ein wichtiges Forschungsgebiet der Informatik und Mathematik. Thre
Ergebnisse ermdglichen es, Probleme der Praxis durch geeignete Abstraktion und Modellierung
zu l6sen. Die Entwicklung von Algorithmen muf aber sowohl in der Theorie erfolgen, um die
Korrektheit zu sichern, als auch in der Praxis, um schnelle und gute Losungsmoglichkeiten zu

erhalten.

Bei der Betrachtung von Graphen ist die Erreichbarkeit zwischen den Knoten eine wichtige
Eigenschaft. Die Minimierung von Graphen bei Erhaltung aller Erreichbarkeitsinformationen
fiihrt auf den Problemkreis der minimalen Aquivalenzgraphen und transitiven Reduktionen.
Diese speziellen Untergraphen bestehen nur aus ,notwendigen* Pfeilen und 16sen das Problem

anzahl- bzw. inklusionsminimal.

Da die Berechnung eines minimalen Aquivalenzgraphen N'P-hart ist, fiir die Anwendung aber
nur praktikable Verfahren von Interesse sind, beschrankt sich die Arbeit auf die Entwicklung
von Algorithmen zur Berechnung transitiver Reduktionen und Approximationen minimaler
Aquivalenzgraphen. Diese werden sowohl theoretisch entwickelt als auch praktisch miteinander

verglichen.

Die Anwendungsmoglichkeiten der theoretischen Betrachtungen sind vielfiltig. So kdnnen
Speicherplatzminimierung, Ablaufprobleme, Ressourcenverwaltung und die Moglichkeit {iber-

sichtlicherer und damit schonerer Zeichnungen von Graphen genannt werden.

Im Anschluf an eine Einfiihrung der Grundbegriffe der Graphentheorie und anderer Grund-
lagen in Kapitel 2, wird im Kapitel 3 speziell in den Themenbereich der minimalen Aquiva-
lenzgraphen eingefiihrt.

In den Kapiteln 4 bis 6 werden drei verschiedene Ansétze zur Berechnung transitiver Reduk-
tionen bzw. Approximationen minimaler Aquivalenzgraphen entwickelt.

Diese werden im 7. Kapitel anhand von Testreihen praktisch verglichen, um die theoretischen
Ergebnisse auf ihre Ubertragbarkeit in die Praxis zu iiberpriifen. Die den Tests zugrundelie-
genden Implementierungen finden sich im Anhang.

Den Abschluf bildet Kapitel 8 mit einer Zusammenfassung der Arbeit und einem Ausblick.



Kapitel 2
Grundlagen

Dieser Abschnitt dient dazu, die Begriffe zu kldren, die im Verlaufe dieser Arbeit verwendet
werden. Wir beschreiben zuerst eine Beispielsprache, die wir im Laufe der Arbeit benut-
zen wollen. Im folgenden werden die wichtigsten Begriffe der Relationentheorie [27] und der
Graphentheorie [13, 18] sowie ein wichtiges Durchlaufverfahren auf Graphen, die Tiefensuche
[23, 31, 6, 8], erklart. Dabei wird auch speziell auf die Verbindung von Graphen und Relationen
eingegangen.

Auferdem setzen wir die Grundbegriffe der Mengentheorie voraus, die an dieser Stelle nicht

naher beschrieben werden.

2.1 Beispielsprache

Wir wollen in dieser Arbeit Algorithmen entwickeln. Um eine einheitliche Grundlage zu haben,
fiihren wir hier eine beispielhafte Sprache ein. Dabei sind auch umgangssprachliche Beschrei-
bungen zugelassen.

Fiir die formale Programmentwicklung stellen wir die folgenden Konstrukte zur Verfiigung,
die PASCAL-&hnlich notiert werden und die natiirlichen Bedeutungen haben. Wir nehmen
mit b eine boolesche Bedingung, mit p; und py zwei Programme, mit j,[,k € Z ganze Zahlen

und mit M eine endliche Menge an.

e if b then p; else py end;

while b do p; end,;

e repeat p; until b;

for 1 = 5 to [ by k do p; end;

forall z € M do p; end;



2.2 RELATIONENTHEORIE

Auferdem nehmen wir die Gleichheitsoperation ,,=* und die (kollaterale) Zuweisung ,,:="* an.

Dabei unterscheiden wir zwischen Prozeduren und Funktionen (procedure, function). Als
Beispiel betrachte z.B. die in Abschnitt 2.5 vorgestellte Tiefensuche in den Tabellen 2.1 und
2.2.

2.2 Relationentheorie

Fiir gegebene Mengen X, Y # () wird die Menge aller Relationen mit Definitionsbereich X und
Wertebereich Y mit [X <> Y] bezeichnet. Dabei sind die tiblichen Operationen auf Relationen
in folgender Notation gegebenen, wobei R, S € [X «+» Y] und T € [Y « Z|:

die Transposition R’ die Negation R, die Vereinigung R U S, der Schnitt R N S, die
Komposition (das Produkt) RT und die Inklusion R C S.

Aufserdem seien die konstanten Relationen L, O und | gegeben.

Falls der Definitionsbereich und Wertebereich identisch sind, nennen wir eine Relation homo-
gen, sonst heterogen. Eine homogene Relation R heifit reflexiv, falls | C R gilt, transitiv, falls

RR C R gilt. Die transitive Hiille Rt wird durch |J R’ definiert, die reflexiv-transitive Hiille
i>1
von R durch R* := |J R'.
i>0

Die Beschreibung einer Teilmenge U C X erfolgt mit Hilfe des Vektors v € [X « X] fiir den
v = vL gilt. Ein Vektor kann auch immer als heterogene Relation mit einem einelementigen
Wertebereich aufgefafit werden. Eine einelementige Teilmenge eines nichtleeren Vektors wird

Punkt genannt. Ein Punkt p kann durch

p=pLApp" CIAP#O

charakterisiert werden. Allgemein werden einelementige Teilmengen Atome genannt. Fiir aus-

fithrlichere Definitionen der Relationentheorie sei auf Schmidt und Strohlein [27] verwiesen.

2.3 Graphentheorie

Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei V eine nichtleere Menge und F eine
Teilmenge von {{z,y} | z,y € V,x # y} ist. Die Elemente von V heifen Knoten, die von E
Kanten von G.

In einem ungerichteten Graph G = (V, E) definieren wir:

e Eine Folge p = (vg,v1,...,v,) mit {v;_1,v;} € E fiir alle i € {1,...,n} bezeichnen wir

als Pfad von vg nach v, in G der Linge n.
e (G heifst zusammenhéngend, falls es fiir alle u,v € V einen Pfad von w nach v gibt.

e ( nennen wir Baum, falls G zusammenhéngend ist, und |V| = |E] + 1 gilt.



2.3 GRAPHENTHEORIE

Sei die Relation ~ auf V wie folgt definiert:
u~v <= 3 Pfad p=(u,...,v) in G.

~ ist eine Aquivalenzrelation auf V. Seien Vi,...,V;, die Aquivalenzklassen von ~ und
E; .= {{z,y} | {z,y} € E N z,y € V;} fur alle i € {1,...,m}. Als Folge daraus bilden
die E; eine Partition von E. Die Graphen G; := (V;, E;) fiir i € {1,..., m} heifen die Zusam-
menhangskomponenten von G.
Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei V eine nichtleere Menge und E eine
Teilmenge von {(z,y) | z,y € V} =V x V ist. Die Elemente von E heifen Pfeile, und fiir
e = (u,v) € FE nennen wir u Anfangspunkt und v Endpunkt des Pfeiles e. Wir nennen
Vorgdnger von v bzw. v Nachfolger von w.
Ein Graph ist endlich, wenn |V| endlich ist.

Im folgenden werden gerichtete, endliche Graphen abkiirzend als Graphen bezeichnet.

Analog zu ungerichteten Graphen definieren wir in einem Graphen G = (V, E) folgendes:
e Der G zugrundeliegende ungerichtete Graph ist definiert als (V, E') mit
E = {z,y} | (z,y) €EE V (y,7) € B) A z# y}.
e Der transponierte Graph von G wird durch GT := (V,{(z,y) | (y,7) € E}) definiert.

e Eine Folge W = (vg,v1,...,vy) mit (v;—1,v;) € E fiir alle i € {1,...,n} heit Weg von

vp nach v, in G der Linge n.

e Die Existenz eines Weges von z nach y wird mit 2 — y bezeichnet. Falls dieser minde-
G

stens die Lange 1 hat, schreiben wir x SN y, fiir einen Pfeil (z,y) notieren wir z — y.
€] G

e Ein Weg W = (wo,...,w,) wird als einfach bezeichnet, falls seine Knoten paarweise

verschieden sind, wobei aber wy = w, gelten darf.
e Einen einfachen Weg W = (u, ..., u) mit mindestens der Lénge 1 nennen wir Kreis.
o (G heifst kreisfrei, falls es in G keinen Kreis gibt.

e Einen Pfeil e = (x, z) bezeichnen wir als Schlinge, einen Graphen ohne Schlingen nennen

wir schlingenfrei.

e G heiftt zusammenhéngend, falls der zugrundeliegende ungerichtete Graph zusammen-

héngend ist.

e Sind Vi,...,V,s die Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten des zugrundelie-
genden ungerichteten Graphen und definieren wir fiir ¢ € {1,...,s} die Graphen
E; = FE n (V; x V), so sind G; := (V;, E;) die Zusammenhangskomponenten von
G firie{1,...,s}.



2.3 GRAPHENTHEORIE

e (G nennen wir Baum, wenn es einen ausgezeichneten Knoten v € V' gibt, so dafs fiir alle

w € V ein Weg von v nach w existiert, und |V| = |E| + 1 gilt.

G heifst Wurzelbaum, falls es einen ausgezeichneten Knoten v € V' gibt, so daf fiir alle

w € V ein Weg von w nach v existiert, und |V| = |E| + 1 gilt.

G bezeichnen wir als Wald, falls seine Zusammenhangskomponenten Béume sind.

G heifst stark zusammenhdngend, falls es fiir alle u,v € V einen Weg von w nach v gibt.

e Fiir einen Knoten v € V' definieren wir die Menge der Nachfolger bzw. Vorganger durch
succ(v,G) = {z € V | (v,z) € E} und pred(v,G) := {x € V | (z,v) € E}. Die

Kardinalitdten dieser Mengen nennen wir Ausgangs- bzw. Eingangsgrad von v.

e Der ausgezeichnete Knoten v € V' in einem Baum heifst Wurzel.

Fiir ihn gilt pred(v, G) = 0. Er wird allgemein mit root bezeichnet. Ein Knoten v € V
bezeichnen wir als Blatt, falls succ(v, G) = ) gilt, und inneren Knoten, falls v kein Blatt

ist.

e Der transponierte Wurzelbaum ist ein Baum im transponierten Graphen. Daher werden

Wurzel, Blatt und innerer Knoten analog definiert.
e Ein Graph H = (V, F) mit F C FE wird Untergraph von G genannt.
e Die Grofke des Graphen G ist die Anzahl seiner Knoten und wird mit |V'| bezeichnet.
e Ein Kreis der Lange |V| durch alle Knoten von V heiftt Hamiltonkreis.
e Mit V(G) bzw. mit E(G) bezeichnen wir die Knoten- bzw. Pfeilmenge von G.
E|

e Die Dichte eines Graphen ist durch W € [0,1] definiert.

e Der transitive Graph von G wird durch Gt := (V,{(z,y) | z - y}), der reflexiv-
G

transitive Graph durch G* := (V, {(z,y) | %) y}) definiert.

Definition 2.1. Seien G = (V, E) ein Graph und Vi,...,V} die starken Zusammenhangs-
komponenten. Dann wird der Reduktionsgraph G':= (V',E") von G durch

. V'im (Vir Vi)
o B':={(V;,)V;) |3 (z,y) e E:x€V; N yeV;}

definiert.



2.4 GEMEINSAMKEITEN VON RELATIONEN UND GRAPHEN

Bemerkung 2.1. Ein Reduktionsgraph ist ein homomorphes, kreisfreies Bild von G, d.h. es
gibt homomorphe Abbildungen ¢y : V — V' und ¢o : E — E'. Die Umkehrrelationen sind i.a.
nicht eindeutig. Es sind allerdings zwei Abbildungen ¢y : V' — V und 9o : E' — E ableitbar,
fiir die gilt:

o VoeV :¢i(hi(v) =v
o V€ tyy(he) =e
Diese Funktionen bilden jede Komponente bzw. jeden Pfeil auf einen Reprdsentanten ab.

Abkiirzend werden an dieser Stelle einige einfache Sprechweisen eingefiihrt. So sagen wir, daft v
ein Knoten von G oder e ein Pfeil von G ist. Ein Knoten w heif$t vom Knoten v aus erreichbar,
falls es einen Weg von v nach w gibt.

Alle Operationen auf Graphen beziehen sich, wenn nicht ausdriicklich anders erwéhnt, auf
die Pfeilmenge, d.h. Ausdriicke wie G C H fiir zwei Graphen G und H besagen, dafs die
Pfeilmenge von G Teilmenge der Pfeilmenge von H ist (E(G) C E(H)).

Pfeile werden im allgemeinen mit e, f und Knoten mit w,v,w, z,y, z bezeichnet.

2.4 Gemeinsamkeiten von Relationen und Graphen

Der Einfachheit halber wird die Knotenmenge eines Graphen G = (V, E) oft mit der Menge
{1,...,|V]}, und der Graph selbst deshalb mit der Pfeilmenge identifiziert. Diese Menge E
wird auch als homogene Relation E € [V « V] aufgefaft.

Wir machen in dieser Arbeit keinen Unterschied zwischen einem Graphen und der zugehorigen
Relation. Deshalb werden auf F sowohl mengen- als auch relationentheoretische Operationen
angewendet.

Nachfolgend zeigen wir fiir einen Graphen G = (V, R) und die Relation R noch die Parallelen

auf, die wir im folgenden synonym verwenden werden:

R* = L <= (G ist stark zusammenhéngend
RTC 1 <« Q@ ist kreisfrei
*
Ry, < = ? Yy
R;“y — g Y
G
Ry <— z-—y.
G

Aufserdem ist ¢ = (V,T) genau dann ein Baum von G, wenn es einen Punkt p aus der Menge
V' gibt, fiir den gilt:

TCRApLCT ATTT CIATTCI.



2.5 TIEFENSUCHE

2.5 Tiefensuche

Die Tiefensuche (engl. depth first search, DFS) ist das wichtigste Graphdurchlaufverfahren.
Die Suchmethode ist dadurch charakterisiert, dafs ausgehend von einem Knoten x zunéchst ein
Knoten y € suce(z,G) ausgewidhlt wird, um dort den Tiefensuchdurchlauf zu starten, bevor
die restlichen Nachfolger behandelt werden.

Der Algorithmus zur Tiefensuche G = (V, R) wird in den Tabellen 2.1 und 2.2 dargestellt.

procedure dfs(u : V,G : graph)
colour|u] := grau;
time := time + 1;
d[u] := time;
forall = € succ(u,G) do

if colour[z] = wei

then p[z] := u;
dfs(z,G);
end;
end;
colour|z] ;= schwarz;

time := time + 1;

flu] = time;

Tabelle 2.1: Pseudocode dfs

procedure search(G = (V, R) : graph)
forall z € V do

colour|z] := weiR,
d[z] :=0;
flaz] =0
plz] := nil;
end;
time := 0;

forall z € V do
if colour[z] = weif
then dfs(z,G);
end;

end;

Tabelle 2.2: Pseudocode search
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Wir sprechen vom Besuchen von Knoten bzw. Pfeilen, wenn diese abgearbeitet werden.

Im folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften und die Bedeutung der Felder d, f, p und
colour zusammengefafit.

Das Feld colour stellt fiir jeden Knoten den Besuchszustand dar. Zu Beginn ist jeder Knoten
weiR gefirbt, wird er das erste Mal besucht, erfolgt eine Farbung nach grau. Diese Farbe zeigt
den Zustand besucht, aber noch unbesuchte Nachfolger an. Der Zustand schwarz bedeutet, daf
der Knoten besucht ist und nur besuchte Nachfolger besitzt.

Das Feld p definiert eine Vater-Kind-Relation, die als Abbildung p: V' — V U {nil} aufgefaft
wird. Die Felder d und f sind Zeitmarkierungen und stellen die Zeit des ersten bzw. des letzten
Besuches dar.

Die Menge T' := {(p[v],v) | v € V A p[v] # nil} definiert einen Graphen, den DFS-Wald. Falls
alle Knoten von der gewéhlten Wurzel aus erreichbar sind, ist der Graph ein Baum und wird
DFS-Baum genannt. In diesem Fall ist die umgebende Prozedur search nur zur Initialisierung
notwendig.

Die Komplexitit des Algorithmus search betragt O(|V| + |E|).

Durch einen DFS-Durchlauf konnen alle Pfeile in vier verschiedene Klassen eingeteilt werden.

Definition 2.2. Seien G = (V, E) ein Graph und t = (V,T) ein DFS-Wald, erzeugt durch

einen Aufruf von search(G). Dann ist E disjunkte Vereinigung von vier Mengen von Pfeilen.

Baumpfeile (z,y) € {(p[v],v) | v € V A p[v] #nil}
(z,y) € E\T A (z,y) €T* Nz #vy

(z,y) € E\T A (y,z) eT*
(z,y)

€ E\(T U B U F)

(z,y) =
Vorwirtspfeile (r,y) € F: <= (=,
Riickwartspfeile  (z,y) <—

(z,y) =

Querpfeile x,

Die Klassifikation der Pfeile kann auch anhand der d- und f-Felder erfolgen, was sich im

folgenden Lemma ausdriickt:

Lemma 2.1. Seien G = (V, E) ein Graph und T, B, C, F die Klassifikation der Pfeile nach
einem DFS-Durchlauf. Dann kann ein Pfeil (x,y) € E\T wie folgt durch die Felder d und f

charakterisiert werden.:
o (z,y) € F < dlz] <dly] < fly] < [lz]
o (z,y) € B <= dly] < d[z] < f[z] < f[y]
o (z,y) €C = dly] < fly] <dlz] < fly]

Der Beweis findet sich bei Tarjan [31].
Die Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel fiir einen Tiefensuchdurchlauf eines Graphen sowie die

Klassifikation der Pfeile. Dabei werden auferdem die Zeitmarkierungen d (links) und f (rechts)
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(&)
aaN Y
Lo b
i\@/ ii 7@%/ \3@6

- 5 Baumpfeil ! |
................... Querpfeil -
______ - Vorwiértspfeil

S Riickwartspfeil

Abbildung 2.1: DFS-Durchlauf und Klassifikation

angegeben. Aus dem rechten Bild ist auch graphisch anschaulich die Bedeutungen der Pfeil-
klassen zu erkennen.

Mit Hilfe eines DFS-Durchlaufes wird durch den DFS-Baum 7" eine Ordnung auf den Knoten
durch z <7 y : <= d[z] < d[y] definiert. Umgekehrt ist es moglich, durch eine gegebene

Ordnung die Auswahl des nichsten Nachfolgers eindeutig zu bestimmen.
In einem Graphen G = (V, E) mit DFS-Baum 7" wird die Abbildung lowpoint : V. — V wie
folgt fiir jeden Knoten v € V' definiert:

lowpoint(v) = n<11n({v} U{yeV |JzeV: v % z N (z,y) € B}).
T

Fiir einen gegebenen Knoten v betrachten wir also alle Knoten u, die von v aus auf einem
(moglicherweise leeren) Weg erreicht werden konnen, der aus einem Weg in T' gefolgt von hoch-
stens einem Riickwiértspfeil besteht. Dann wird lowpoint(v) als das Minimum der erreichbaren
Knoten u gesetzt.

Im Beispiel der Abbildung 2.1 ist der lowpoint des Knotens f der Knoten d.

Fiir zwei Knoten x und y definieren wir den néchsten gemeinsamen Vorfahren (engl. lowest

common ancestor, lca) beziiglich des DFS-Baumes T' wie folgt:
lea(z,y) == max {u | u — y A u —s z}.
<r T T

In der Abbildung 2.1 ist der néichste gemeinsame Vorfahr der Knoten b und f der Knoten c.



Kapitel 3
Problemstellung

In diesem Kapitel wollen wir mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt eingefiihrten Grundlagen,
die in der Einleitung schon angesprochenen Begriffe formal einfithren. Danach wollen wir wich-
tige Eigenschaften erarbeiten und die gestellten Aufgaben auf speziellere Probleme reduzieren.
Abschliefsend stellen wir die wichtigsten Arbeiten zu diesem Themengebiet in ihrer zeitlichen
Entwicklung dar.

3.1 Definitionen

Zunichst definieren wir die minimalen Aquivalenzgraphen und transitiven Reduktionen:

Definition 3.1. Se: G = (V, E) ein Graph. Ein Graph H = (V,F) heifit anzahlminimaler
Aquivalenzgraph bzw. MEG (engl.: minimum equivalent digraph,), falls gilt:

i) F CE
(i) G* = H*
(i) VI=(V,R):RC EAG* = I* = |F|<|R|

F ist also in der Menge {R | R C E N E* = R* } ein minimales Element beziiglich der
Anzahl der Pfeile. Dabei bezeichne OPT (G) := |F| die minimale Pfeilanzahl.

Definition 3.2. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Graph H = (V, F) heifit inklusionsminimaler
Aquivalenzgraph bzw. transitive Reduktion, falls gilt:

i) FCE
(i) G* = H*
(i) VI=(V,R):RC FAG' =I* = F CR.

F ist also in der Menge {R | R C E AN E* = R* } ein minimales Element beziiglich der
Mengeninklusion auf der Pfeilmenge.
Eine transitive Reduktion von G wird hdufig mit G, bezeichnet.
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3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Wir werden in dieser Arbeit immer von einem MEG (Mehrzahl: MEG’s) und einer transitiven
Reduktion eines Graphen sprechen.

Ein Approximationsalgorithmus zu einem Optimierungsproblem definieren wir wie folgt:

Definition 3.3. Es sei ein Optimierungsproblem mit Universum M, zuldssigem Bereich Z,
linearer Ordnung (O, <) und Zielfunktion zf : M — O gegeben. Ein Approzimationsalgorith-
mus mit Approzimationsfaktor (Gite) o liefert ein Element n € Z, so daf$ gilt:
a-min{zf(m) | me Z} < zf(n).

Bemerkung 3.1. Wir werden im folgenden immer nur approximative Algorithmen zum Pro-
blem MEG betrachten, d.h. wir suchen zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) auf dem Uni-
versum M := {(V,F) | F C V xV}, dem zuldssigem Bereich Z :={H | H € M N G* = H*},
der linearen Ordnung (N, <) und der Zielfunktion zf : M — N (V,F) — |F| eine Approxi-
mation des MEG von G.

Ob ein Pfeil in einem Graphen notwendig ist, lafst sich durch die Definition der Reduzierbarkeit
ausdriicken:

Definition 3.4. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Pfeil e = (v,w) € E heifit reduzierbar (in
G), falls es einen einfachen Weg W von v nach w in (V, E\{(v,w)}) gibt. Dabei wird W der
reduzierende Weg genannt.

Bemerkung 3.2. Fir die Definition der Reduzierbarkeit eines Pfeiles bendtigen wir nicht un-
bedingt einen einfachen Weg, es reicht auch ein ,normaler® Weg. Die Definition ist dquivalent
zu der Tatsache, dafy (V, E) und (V, E\{(v,w)}) dieselbe reflexiv-transitive Hiille haben.

Allgemeines Ziel ist es nun, einen Algorithmus zu entwickeln, der fiir einen Graphen einen
MEG berechnet.

3.2 Eigenschaften und Reduktion

Zuerst beschiftigen wir uns mit einigen grundlegenden Eigenschaften von transitiven Reduk-
tionen und MEG’s, danach werden wir die Probleme komplexititstheoretisch einordnen und
auf einfachere Probleme reduzieren.

Zunichst halten wir in folgenden Bemerkungen die Eigenschaften zur Existenz und Eindeu-
tigkeit von MEG’s und transitiven Reduktionen fest:

Bemerkung 3.3. Eine transitive Reduktion und ein MEG eines Graphen existieren immer,

da sie minimale Elemente von nichtleeren, endlichen Mengen sind.
Bemerkung 3.4. Transitive Reduktionen und MEG’s eines Graphen sind nicht eindeutiq.

Zu dem Graphen G (links) in Abbildung 3.1 sind sowohl G. (Mitte) als auch G? (rechts)
transitive Reduktionen und MEG’s.
Da die in der Definition 3.1.(iii) auftretende Ordnung ,, < stérker ist als ,, C* in 3.2.(iii) folgt:

11



3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Z

5§

a Gl G?

Abbildung 3.1: Verschiedene transitive Reduktionen und MEG’s eines Graphen

Bemerkung 3.5. Jeder MEG ist auch eine transitive Reduktion. Die Umkehrung gilt 1.a.
nicht.

Bemerkung 3.6. Zwe: transitive Reduktionen kinnen wvon unterschiedlicher Kardinalitdt
sein. Zwei MEG’s sind laut Definition gleichmdchtig.

Abbildung 3.2 zeigt den Graphen H (links) mit den transitiven Reduktionen H! (Mitte) und
H? (rechts). Dabei enthilt H! weniger Pfeile als H?2.

A A A
D (3) (D (3) O (3)

/ /

2

H H! H?

Abbildung 3.2: Verschiedene Kardinalitdten von transitiven Reduktionen

Nachdem wir nun einige grundlegende Eigenschaften erarbeitet haben, wollen wir Algorithmen
zur Berechnung von MEG’s und transitiven Reduktionen entwickeln. Dazu betrachten wir
zuniichst die Einordnung der Probleme in die grofen Komplexititsklassen P und NP [10, 26].

Theorem 3.1. Die Berechnung eines MEG eines Graphen G ist N'P-hart.

Beweis: Zu dem Optimierungsproblem MEG betrachten wird das entsprechende ,ja/nein“-
Problem MEG(k), das wie folgt lautet: Gibt es zu gegebenem Graphen G und k& € N einen
MEG von G mit weniger als k Pfeilen?

Sei G = (V, E) ein stark zusammenhéngender Graph und k£ = |V|. Dann ist die Lésung des
Problems MEG(k) fiir G gerade eine Losung fiir das Problem HAMILTON, das in G einen
Hamiltonkreis sucht.

Da dieses Problem aber N'P-vollstindig [10] ist, folgt, daf die Berechnung eines MEG N P-hart
ist. O

12



3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Die Berechnung eines MEG in allgemeinen Graphen ist also in polynomieller Zeit voraussicht-
lich nicht moglich, d.h. sie ist, falls P # NP gilt, nicht effizient durchfiihrbar.

Da wir aber an polynomiellen Algorithmen interessiert sind, miissen wir nach anderen Mo6g-
lichkeiten suchen. Dabei werden wir uns in geeigneter Weise einschréanken miissen.
Allgemeine Vorgehensweisen sind dabei, sich auf spezielle Graphen zu beschréanken oder nicht
das anzahlminimale Problem, sondern daft inklusionsminimale zu losen. Eine weitere Heran-
gehensweise ist es, eine Approximation zu berechnen.

Wir wollen nun auf diese Moglichkeiten eingehen und uns zuerst auf kreisfreie Graphen be-
schranken.

Lemma 3.1. Sei G = (V, E) ein kreisfreier Graph. Dann ist der Graph (V,E N E Et) die
einzige transitive Reduktion und damait ein MEG von G.

Beweis: Seien E,:=FE N EEtund T :={X C FE | X* = E*}. Wir zeigen, dal F, ein
minimales Element von T ist, daf also F, eine untere Schranke von 7" ist, und E, € T gilt.

(i) Sei X C F mit X* = E* gegeben. Dann gilt:

e E,NX=FENEEtNX CE.

e Da FE kreisfrei ist (ET C 1), trifft dies auch fiir X zu (Xt C 1).
Aus | U Xt = X* = E* = | U E* folgt, dak X = Et und
EENX=ENEEtNXCEEtNX =EtETNX = XtXtnNX
= XtXtUX=Xt=E+tCE
gilt.

AusE, N X C Fund B, N X C E, folgt E, N X = 0. Also gilt £, C X. Daraus
folgt, daf E eine untere Schranke von T ist.

(ii) Zeige nun, dafs E, € T gilt, d.h. E,* = E*.
_— N\ ¥
Aus B, = ENE E* C E und der Monotonie von * folgt E,* = (E NE E+) C E*.
Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen.

Diese weisen wir komponentenweise nach. Seien dazu z,y € V mit E}, . Da G endlich
und kreisfrei ist, gibt es einen lingsten Weg W := (x = z¢,...,x, = y) von x nach y,
also gilt By, | 4, fiir allei € {1,...,n}.

Ann.: i e{l,...,n} mit (B EY), . Dannist W' = (zo,...,Zi—1, -+, T, Tn)
ein echt ldngerer Weg von z nach y. Widerspruch.

Es folgt, dafs (E E+) fir alle s € {1,...,n} gilt. Also folgt fir allei € {1,...,n}:
Ti—1T;

(E nE E“‘) . Insgesamt ergibt sich (E nE E"‘)

Ti—1%4 Yy

Also ist F, das einzige minimale Element der Menge T"und (V, ENE E) die einzige transitive
Reduktion von G. O
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3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Das Lemma 3.1. liefert ein Verfahren zur Bestimmung eines MEG in einem kreisfreien Graphen.
Graphentheoretisch gesprochen sind also genau die Pfeile im MEG, die im Originalgraphen
enthalten sind und fiir die es keinen anderen Weg als den Pfeil selbst gibt.

Es folgt, dafs die Berechnung eines MEG in einem kreisfreien Graphen in polynomieller Zeit
moglich ist. Dazu bendtigen wir im wesentlichen ,nur® einen Algorithmus zur Bestimmung der
reflexiv-transitiven Hiille. Fiir dieses Problem wurden schon eine Vielzahl von Algorithmen
entwickelt, die hier nicht diskutiert werden. Wir verweisen aber auf die Arbeit von Strassen
[30], in der zur Berechnung der reflexiv-transitiven Hiille die Matrizenmultiplikation verwendet
wird. Der dort entwickelte Algorithmus benétigt die Laufzeit O(|V [>®).

Eine Beschrankung auf stark zusammenhingende Graphen ist wegen des Beweises zum Theo-
rem 3.1. nicht moglich. Die Berechnung eines MEG ist also nur in kreisfreien Graphen in po-
lynomieller Zeit moglich. Daher werden wir im folgenden unser allgemeines Ziel einschréanken
und uns auf die leichteren Probleme der transitiven Reduktionen und der Approximationen
beschrénken.

Dazu zeigen wir in Lemma 3.2., daf man sich bei der Entwicklung von Algorithmen fiir tran-
sitive Reduktionen und Approximationen auf stark zusammenhéngende Graphen beschrinken

kann.

Lemma 3.2. Seien G = (V,E) ein Graph und T ein polynomieller Algorithmus, der zu
einem stark zusammenhdngenden Graphen eine transitive Reduktion berechnet. Dann ist eine
transitive Reduktion von G in polynomieller Zeit berechenbar.

Beweis: Sei G' der zugehorige Reduktionsgraph von G mit den starken Zusammenhangs-
komponenten Gy,...,Gg. Sei G’ eine transitive Reduktion von G’, die nach Lemma 3.1. in
polynomieller Zeit berechenbar ist. Auferdem sei G, ein Graph, der fiir jeden Pfeil aus G,
einen Reprasentanten aus F enthilt. Dieser kann nach der Bemerkung 2.1. in polynomieller
Zeit gefunden werden.

Definiere nun F := |J E(T(G;)) U E(G.) und den Graphen H := (V, F'). Dann ist H in
1<i<k

polynomieller Zeit berechenbar.
Wir zeigen nun, daf H eine transitive Reduktion von G ist.
Seien dazu z,y € V mit  —s y. Wir zeigen z .

G H

(i)  und y liegen in einer Zusammenhangskomponente G; fir ein 7 € {1,...,k}. Da T
einen stark zusammenhéngenden Graphen berechnet, ist in T'(G;) ein Weg von x nach
y enthalten.

(ii) « liegt in Gj, y in G mit 4,5 € {1,...,k}. Sei P der Weg in G, von G; nach G; und
Q@ = (go,--.,q) der entsprechende Weg in G’,. Dabei sind gy € G; und ¢; € G;. Dieser
Weg existiert, da « und y in G verbunden sind. Also ist auch er in der transitiven
Reduktion enthalten. Da T'(G;) und T'(G;) stark zusammenhéngend sind, gibt es Wege
P, = (z,...,q) und P, = (q,...,y). Daraus folgt, dal (z,...,q0,...,q,-..,y) ein Weg
von z nach y in G ist.
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3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Aufserdem ist H ein Untergraph von G, und die Inklusionsminimalitét folgt aus der von G',
sowie aus der entsprechenden Eigenschaft der transitiven Reduktionen T'(G;). O

Lemma, 3.3. liefert ein Verfahren, um eine transitive Reduktion in einem Graphen zu berechnen.
Dieses ist in Tabelle 3.1 dargestellt.

Bestimme den Reduktionsgraphen G’ von G
Bestimme fiir G’ eine transitive Reduktion geméf Lemma 3.1.
Bestimme transitive Reduktionen fiir jede starke Zusammenhangskomponente

Tabelle 3.1: Algorithmus zur Bestimmung einer transitiven Reduktion in allgemeinen Graphen

Bemerkung 3.7. Lemma 3.2. kann auch mit einem Algorithmus T bewiesen werden, der
i polynomieller Zeit einen a-approzimativen Graphen berechnet. Dann st das Ergebnis H

Q-approrimativ.

Der oben beschriebene Ansatz legt nahe, sich auf stark zusammenhéngende Graphen zu be-
schrinken. Deshalb werden wir nun einige Eigenschaften speziell fiir stark zusammenhingende
Graphen festhalten:

Lemma 3.3. Sei G = (V, E) ein stark zusammenhdangender Graph. Dann gilt:
(i) OPT (G) > |V].

(ii) Sei (vo,...,vy) ein Hamiltonkreis in G. Dann ist M := (V,{(vi—1,vi) | 1 <i < n}) ein
MEG von G.

(iii) Jede transitive Reduktion von G beinhaltet hochstens 2|V| — 2 Pfeile.
(iv) In jeder transitiven Reduktion und jedem MEG von G ist keine Schlinge enthalten.
Beweis:

(i) Da jeder Graph mit weniger als |V| Pfeilen nicht zusammenhéngend ist, folgt die Be-
hauptung.

(ii) Da |E(M)| = |V]| gilt, folgt die Aussage mit (i).

(iii) Seien root € V ein ausgezeichneter Knoten, S ein Baum und 7' ein Wurzelbaum jeweils
zur Wurzel root und H := S UT. Dann ist H = S U T C G. Zum Beweis, dat H stark

zusammenhingend ist, seien ,y € V. Dann ist £ — root —s 1y ein Weg von z nach y.
T s

Fiir einen relationalen Beweis seien root der entsprechende Punkt der Menge V und U
der zu T entsprechende Baum im transponierten Graphen. Beachte aufierdem, daft wir
mit S und U sowohl die Graphen als auch die Relationen bezeichnen. Dann gilt:

L = L root'root L = (root L)Iroot L C (U*'S* = (UTY's* C (Su UTY = H*
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3.3 GESCHICHTLICHE ENTWICKLUNG

Auferdem gilt: |[E(H)| = |[E(S U T)| < |E(S)|+|E(T)| = 2|V|—2.

Also besitzt jeder Graph mit mehr als 2|V| — 2 Pfeilen einen echten Untergraphen, der
stark zusammenh#ngend ist. Also ist er selbst nicht inklusionsminimal.

(iv) Die Behauptung folgt aus G* = (V, E\{(z,z)})" fiir alle z € V und der Minimalitit
einer transitiven Reduktion bzw. eines MEG. O

Das Ziel besteht nun darin, in den néchsten Kapiteln Algorithmen fiir stark zusammenhén-
gende Graphen zu entwickeln, die transitive Reduktionen oder Approximationen eines MEG
berechnen. Dabei sind Approximationen nur dann sinnvoll, wenn die Giite besser als 2 ist, da
jede transitive Reduktion nach Lemma 3.3. diese Giite besitzt.

e Im vierten Kapitel wird ein einfaches Durchlaufverfahren zur Berechnung einer transiti-
ven Reduktionen entwickelt, das keinem Autor zugeordnet werden kann. Wir nennen es

in dieser Arbeit Minimierungsverfahren.

e Im néchsten Kapitel wird ebenfalls ein Algorithmus zur Berechnung einer transitiven
Reduktion erarbeitet, dessen Ideen aus einer Arbeit von Simon [28] stammt.

e Im sechsten Kapitel entwickeln wir einen approximativen Algorithmus, dessen Grund-
gedanken aus einer Arbeit von Khuller et al. [20] stammen.

3.3 Geschichtliche Entwicklung

Zum Abschluf dieses Abschnittes wird eine zeitliche Ubersicht der Arbeiten zu diesem Thema
gegeben.

Untersuchungen zu diesem Themengebiet gibt es seit Ende der 60er Jahre. Moyles und Thom-
son [21] verdffentlichten 1969 eine leicht fehlerhafte Arbeit zur Berechnung eines MEG.

In der Arbeit von Aho, Garey und Ullmann [1] im Jahr 1972 wurden kreisfreie Graphen
untersucht. Desweiteren betrachteten sie ein abgewandeltes Problem, in dem das Ergebnis
nicht Untergraph des Originalgraphen sein mufste. In kreisfreien Graphen macht dies keinen
Unterschied, in stark zusammenhéngenden Graphen kann aber ein polynomieller Algorithmus
fiir das Problem MEG angegeben werden.

1975 korrigierte Hsu [17] die Arbeit von Moyles und Thomson und untersuchte MEG’s.

In der Arbeit von Noltemeier |22], ebenfalls aus dem Jahre 1975, wurden kreisfreie und allge-
meine Graphen untersucht. Noltemeier bezeichnete seine Ergebnisse als transitiv irreduzible
Kerne.

Im Jahr 1989 stellte Simon [28] einen linearen Algorithmus zur Berechnung von transitiven
Reduktionen vor. Diese Arbeit wird im Kapitel 5 vorgestellt, sie ist aber fehlerhaft.

Gibbons et al. [11] stellten 1991 einen parallelen Algorithmus vor, die Arbeit enthélt als
Ergidnzung auch sequentielle Ansétze.

Ein approximativer Ansatz wurde im Jahre 1995 von Khuller et al. [20] vorgestellt. Diese
Arbeit ist Grundlage des Kapitels 6.
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Kapitel 4
Minimierungsalgorithmus

Dieser Abschnitt beinhaltet einen einfachen Ansatz zur Berechnung einer transitiven Reduk-
tion fiir einen stark zusammenhéngenden Graphen.

Der vorgestellte Algorithmus ist stark an ein Durchlaufverfahren angelehnt und wird in diesem
Kapitel formal entwickelt. Deswegen wird zuerst ein generisches Programm zur Berechnung
allgemeiner inklusionsminimaler Probleme vorgestellt [5], mit dessen Hilfe dann im zweiten
Teil eine transitive Reduktion berechnet werden kann.

Der Vorteil dieses Ansatzes liegt in seiner Kiirze und Einfachheit. Er ist formal entwickelbar
und fiir praktische Zwecke schnell und korrekt zu implementieren.

Als Voraussetzung werden noch einige Grundlagen fiir diesen Abschnitt geklért, abschlieftend
die theoretischen Eigenschaften zusammengefatt und der Algorithmus an einigen Beispielen
verdeutlicht.

4.1 Grundlagen

Als Grundlagen benotigen wir den Hoare-Kalkiil [12] und vor allem die Relationentheorie, die
in Abschnitt 2.2 vorgestellt wurde.

Um in diesem Kapitel ein while-Programm p der Form
init; while b do body end;

entwickeln zu konnen, wollen wir aus dem Themenbereich der Programmentwicklung die wich-
tigsten Dinge klarstellen:

Eine Problemspezifikation besteht aus einer Vorbedingung pre (Beschreibung der Eingabe)
und der Nachbedingung post (Beschreibung der Ausgabe).

Der formale Beweis bzw. die formale Entwicklung beruht meist auf dem Finden einer Schlei-
feninvariante inv. Fiir das oben stehende Programm p ergeben sich dann folgende drei Be-

weisverpflichtungen:

(a) Die Formel inv A NOT(b) — post ist giiltig.
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

(b) Die Hoare-Formel {pre} init {inv} ist herleitbar.
(c) Die Hoare-Formel {inv A b} body {inv} ist herleitbar.

Die Zusicherungen, wie z.B. die Invariante, werden dabei in den Programmtext als {inv}
geschrieben.
Durch die Beweisverpflichtungen ist p partiell korrekt. Um die totale Korrektheit zu zeigen,

miissen wir zusichern, dafl p terminiert.

Grundlage der Beweise sind zudem einige mengentheoretische Grundlagen, die wir hier nicht
vorstellen wollen. Zur Ubersichtlichkeit werden wir fiir eine Menge X und ein Element z € X
anstelle von X U {z} X U z bzw. X — z fiir X\{z} schreiben.

4.2 Entwicklung des Algorithmus

Wir wollen nun einen Algorithmus entwickeln, der fiir einen stark zusammenhingenden Gra-
phen eine transitive Reduktion berechnet.

Dazu wird im ersten Teil ein generisches Programm fiir inklusionsminimale Probleme ent-
wickelt und anschliefsend verfeinert, das wir im zweiten Abschnitt verwenden, um eine transi-

tive Reduktion zu berechnen.

4.2.1 Generisches Programm fiir inklusionsminimale Probleme

Zur Entwicklung des generischen Programms nehmen wir uns eine endliche Menge M, ein
Priadikat P auf der Potenzmenge Pot(M) und ein Element R € Pot(M) her. Dabei sei das
Pradikat P nach oben vererbend, d.h.

VX,Y €Pot(M) : X CY A P(X) = P(Y).

Diese Annahme macht Sinn, da wir sonst nicht von minimal beziiglich der Inklusion sprechen

konnen. Es folgt, dalt das negierte Pradikat =P nach unten vererbend ist, d.h. es gilt:
VX,)YePot(M) : Y C X A-PX)= -PY).

Wir nehmen an, daf wir fiir die Eingabe R eine inklusionsminimale Teilmenge berechnen
wollen, die das Priadikat P erfiillt. Dabei wollen wir das Ergebnis in der Variablen A speichern

und formulieren diese Aussage als Nachbedingung des generischen Programms:
post(R,A) £ P(A) A A C RAVY X € Pot(A) : P(X) = X = A.

Zum Bestimmen der Invariante wird nun die Nachbedingung abgeschwicht. Dies fiihrt mit
einer Variablen B auch zur Abbruchbedingung der while-Schleife und entspricht der Beweis-

verpflichtung (a).

18



4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

post(R,A) <L PA)AAC RAVXEPot(A):PX) > X = A
L% pA) A AC RAYXEPotA): X #A— —P(X)
“OPAANACRAVzeA: ~P(A-1)
“ PAANACRAB=0ABCAAVzeAB:~PA-a)

Der Schritt (i) ist die Definition von post, (ii) verwendet die Kontraposition und (iv) eine
Verstarkung mit der Variablen B. Zu untersuchen ist noch der Schritt (#i:). Die Richtung
,=—=" folgt, da fiir alle x € A auch A — x € Pot(M) ist. Die umgekehrte Richtung ,<=*
begriinden wir wie folgt: Sei dazu X C A. Dann existiert ein Element € A mit X C A —x.
Aus =P(A —z) und der nach unten vererbenden Eigenschaften von —P folgt, dafs =P(X) gilt.

Aus der Ableitung miissen wir nun die Abbruchbedingung und die Invariante extrahieren.
Dabei wird B # () zur Abbruchbedingung, der Rest zur Invariante der while-Schleife, die

dann wie folgt aussieht:
inv(R,A,B) 2 PA) NACRABC AANVzeA\B:-P(A—z)

Die so erarbeiteten Zusicherungen fithren zum in Tabelle 4.1 dargestellten Schema Min.

function Min(R)

{inv(R, A, B)}
while B # () do

end;
{post(R, A)}
return A

Tabelle 4.1: Pseudocode Schema Min

Nach Beweisverpflichtung (b) suchen wir nun eine passende Initialisierung, um die Invariante
zu etablieren. Da wir P nach oben vererbend angenommen haben, ist es sinnvoll, als Vorbe-
dingung pre(R) 2 P(R) zu wihlen. Falls R selbst das Priidikat nicht erfiillt, existiert auch
keine inklusionsminimale Teilmenge. Es gilt:
pre(R) PN P(R)
& PRYNRCRARCRAVzeD: PR - 1)

“L inv(R, R, R)
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Die Schritte (¢) und (447) entsprechen dabei den Definitionen von pre und inv, (i7) ist eine
Auffiillung der Formel mit trivial wahren Werten.

Diese Ableitung legt nahe, die Variablen A und B jeweils mit R zu initialisieren.

Wir miissen jetzt lediglich noch den Schleifenrumpf entwickeln. Nach Beweisverpflichtung (c)
muf dieser die Invariante aufrechterhalten. Wir kénnen die Abbruchbedingung B # () sowie
inv(R, A, B) annehmen. Auferdem sei b € B gegeben. Wir entwickeln nun in 2 Fillen den
Schleifenrumpf.

Im ersten Fall nehmen wir an, daf P(A — b) gilt:
inv(R,A,B) N P(A—b)

& pa) A P(A
PA ANPA-b) NACRANB-bC A-bAVrecA\B:-PA-1x)

(4) A ~D)ANACRABCAANYz€EAB: PA-xz)
(4) A C
PA-—b) AA—-bC RAB-bC A—bAVazeA\B:~P(A-b)—2z)
(A—b
(A—b

@ pa
& pA-B)ANA-bBCRAB-bC A—b

AV € (A—B\(B—b): ~P((A—b) — )
&0 (R, A—b, B —b)

JAA-bC RAB-bC A—bAVze(AB) —b:P(A-b)—1)

Schritt (7) und (vi) entsprechen dabei den Definitionen von inv, die Schritte (i¢), (iv) und
(v) sind einfache Mengentheorie und Logik. Der Schritt (iii) folgt aus P(A — b) und der nach
unten vererbenden Eigenschaft von =P. Also gilt auch =P((A — b) — z) fiir alle z € A\B.

Im zweiten Fall gilt P(A — b) nicht:

inv(R, A, B) A ~P(A—b)

& pUA) A -PA-B)ANACRABCAANVzEAB: PA-u1)
W pA) A ~P(A-D) AACRAB-bC AANYazeAB: P(A-u1)
L PAAACRAB-bC AAVze(A\B)Ub:-PA-z)
& PUAYAACRAB-bC AAVzEA(B-b):—PA-2)

& (R, A, B - b)

Auch hier sind die Schritte (¢) und (v) die Definition von énwv. (i7) und (iv) sind einfache
Mengentheorie und Logik. Schritt (i%i) benutzt wieder die nach unten vererbende Eigenschaft
von —P.

Wir stellen fest, daf B jeweils durch B — b ersetzt, und A nur im ersten Fall A — b zugewiesen

werden muf.
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

function Min(R)
[pre(R)}
A,B:= R, R;
{inv(R, A, B)}
while B # () do
b:= elem(B);
if P(A-0)
then A,B:=A—-0b,B —b;
else B:= B —b;
end;
end;
{post(R, A)}
return A

Tabelle 4.2: Pseudocode Min

Aus der erarbeiteten Invariante, der Abbruchbedingung, der Initialisierung und dem Schlei-
fenrumpf ergibt sich der in Tabelle 4.2 dargestellte Pseudocode fiir das generische Programm
Min. Dabei nehmen wir an, dak elem(X) ein Element der (nichtleeren) Menge X liefert.

Mit der Herleitung unter Beriicksichtung der drei Beweisverpflichtungen ist die partielle Kor-
rektheit von Min gezeigt. Da in jedem Durchlauf der while-Schleife die endliche Menge B echt

verkleinert wird, folgt die Terminierung und damit die totale Korrektheit.

Verfeinerungen

Die Laufzeit des generischen Programms hingt vor allem von der Anzahl der Durchliaufe der
while-Schleife sowie von den Kosten zur Auswertung des Pridikates P ab. Wir wollen nun

durch zwei Verfeinerungen die Gesamtkosten senken.

Um den Aufwand fiir das Auswerten des Prédikates P zu verringern, ist es manchmal mdglich,

ein weiteres Pradikat Q auf Pot(M) x M einzufiihren, das folgender Eigenschaft geniigt:
P(X —b) < P(X) A Q(X,b) f.a. X € Pot(M),be X

Da P(X) als Schleifeninvariante gilt und durch b := elem(B) diese Eigenschaft nicht verandert
wird, braucht nur Q(X, b) ausgewertet werden.

Dieses ist vor allem dann sinnvoll, wenn die Auswertung von Q(X,b) schneller erfolgen kann
als die von P(X —b).

Eine weitere Verbesserungsmoglichkeit ist es, die Initialisierung zu einer Vorberechnung zu
erweitern. Dabei wird eine Menge S gesucht, die P(S) und § C R erfiillt, durch einen
anderen Ansatz effizient berechenbar und deren Kardinalitdt viel kleiner als die von R ist.

Diese muf bei der jeweiligen speziellen Instantiierung entsprechend gewahlt werden.
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Mit der vorgeschalteten Vorberechnung sowie einem Pradikat Q sieht das verfeinerte generische

Programm Min’ wie in Tabelle 4.3 aus.

function Min’(R)
{pre(R)}
> Vorberechnung von S <
{P(S) A S C R}
A B:=8,5;
{inv(R, A, B)}
while B # () do
b:= elem(B);
if Q(A,b)
then A,B:=A—-0b,B —b;
else B:= B —b;
end;
end;
{post(R, A)}
return A

Tabelle 4.3: Pseudocode Min’

4.2.2 Transitive Reduktion als Spezialfall des generischen Programms

Gegeben sei nun ein Graph G = (V, R). Nach der Problemstellung konnen wir G als stark
zusammenhingend annehmen. Dabei wihlen wir die Menge M und das Pradikat P, so daf
die Nachbedingung post(R, A) der Forderung einer transitiven Reduktion entspricht. Dazu sei
M =V xV und P(X) :<= X* = L. Dann ist P nach oben vererbend. Wir ersetzen auferdem
die allgemeine mengentheoretische Operation elem durch die relationale atom, die aus einer
(nichtleeren) Pfeilmenge einen Pfeil liefert, und die mengentheoretischen Operationen durch
die entsprechenden relationentheoretischen.

Dann lassen sich die Zusicherungen innerhalb von Min wie folgt schreiben:

Vorbedingung (pre) 2 {R* =L}
Invariante (inv) L {A*=LAACRABCAAYzcA\B:(ANZ)"#L}
Nachbedingung (post) 2 {A*=LANACRAVzeA:(ANT) #L}

Die Vorbedingung entspricht der Tatsache, daf G stark zusammenh&ngend ist.

Die Invariante kann wie folgt gedeutet werden: Das Zwischenergebnis, der Graph (V, A), ist
ein stark zusammenhangender Untergraph von G, in dem alle Pfeile in A\ B nicht reduzierbar
in A sind.
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Dabei kann mit Hilfe der Abbruchbedingung B # O die Nachbedingung gefolgert werden, die
der Tatsache entspricht, daf der Graph (V, A) eine transitive Reduktion ist.
Wir erhalten durch Einsetzen den in Tabelle 4.4 dargestellten Algorithmus TransRed.

function TransRed(R)

R =1}
A, B := R, R;

{A*=LANACRABCAANVYzeA\B:(ANTI) #L}

while B # O do
b := atom(B);
if (ANDb) =L
then A,B:=A N b,B N b;
else B:=B N b;
end;
end;
{A*=LANACRAVzeA:(ANT) £L}

return A

Tabelle 4.4: Pseudocode TransRed

Verfeinerungen

Entsprechend der Entwicklung des generischen Programms wollen wir die im vorherigen Ab-

schnitt vorgestellten allgemeinen Verfeinerungen speziell fiir dieses Problem umsetzen.

Dazu entwickeln wir zuerst eine Vorberechnung, die graphentheoretisch gesprochen einen stark

zusammenhéngenden Untergraphen liefert. Als weitere Forderung soll die Anzahl der Pfeile

moglichst klein und die gesamte Vorberechnung schnell durchfithrbar sein.

Wir lassen uns durch das Lemma 3.3. leiten und vereinigen einen Baum und einen Wurzelbaum

mit gemeinsamer Wurzel des eingegebenen Graphen.

Daft dabei ein stark zusammenhingender Untergraph berechnet wird, folgt sofort aus dem

Beweis zum Lemma.

Dabei nehmen wir nun einen Algorithmus Tree an, der zu einem Graphen () und einem Punkt

p einen Baum berechnet. Formal heifit dies, daft der Baumalgorithmus der Vorbedingung

und der Nachbedingung

TCQApLCT*ANTTT CIATT CI

gentigt.

Q"=LAp=pLAppl ClAp'=L
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Typische Beispiele fiir solche Algorithmen sind die Tiefensuche [31, 6] und die Breitensuche
(engl.: breadth first search, BFS) [18, 23|. Das erste Verfahren wurde schon in Abschnitt 2.5
vorgestellt, das Ergebnis ist der DFS-Baum. Der zweite Ansatz ist dadurch charakterisiert,
dak zuerst alle Nachfolger vor den anderen Knoten besucht werden. Auch hier kann leicht ein
Baum zuriickgegeben werden.

Fiir einen eingegebenen Graphen G = (V, R) kann mit Hilfe dieser Vorberechnung die Anzahl

der Durchldufe von |R| auf mindestens 2|V| — 2 gesenkt werden.

Um die zweite Verfeinerung umzusetzen, wollen wir nun ein Pradikat Q entwickeln.

Seien dazu G = (V, E) ein stark zusammenhéngenden Graph und e = (z,y) € E ein Pfeil.
Das Pradikat P entsprach bei unserer Instantiierung dem starken Zusammenhang. Um das
Préadikat P fiir den Graphen G’ := (V, E\{e}) zu priifen, mufs die Hiille von G’ berechnet und
anschliefsend {iberpriift werden, ob sie dem vollen Graphen entspricht. Diese Auswertungsme-
thode bendtigt nach [30] O(|V|%®) Zeit.

Da wir aber die Invariante, G ist stark zusammenhéngend, voraussetzen konnen, geniigt es zu
iiberpriifen, ob es einen Weg von z nach y in G’ gibt. Existiert kein solcher Weg, ist G’ nicht
stark zusammenhéngend. Andernfalls nehmen wir uns zwei Knoten u,v € V und einen Weg

W :=u — v in G her. Falls der Pfeil (z,y) in W vorhanden ist, ersetzen wir diesen durch
G

den gefundenen Weg in G'. Wir erhalten so einen Weg in G’ von u nach v, womit der starke
Zusammenhang von G’ gezeigt ist.

Geleitet von dieser Argumentation gilt nun:
PXNe <= (XNe'=Le X'=LA(XNEe,,
Also kénnen wir nun @ fiir alle X € Pot(M),e = (z,y) € M wie folgt definieren:
Q(X,e) 1= (X N E);y.

Das Pradikat Q kann nun schneller ausgewertet werden als P. Q ist genau dann wahr, wenn
der Knoten y im Graphen G’ von z aus erreichbar ist. Dies kann z.B. mit Hilfe eines Tiefen-
suchdurchlaufes vom Knoten z aus iiberpriift werden. Damit sind die Kosten zur Auswertung
auf O(|V| + |E|) gesenkt.

Diese Verfeinerungen fiihren zu dem neuen Algorithmus TransRed’, dargestellt in Tabelle 4.5,
wobei wir die relationentheoretische Operation point voraussetzen, die aus einem (nichtleeren)
Vektor einen Punkt liefert.

4.2.3 Theoretische Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden die theoretischen Eigenschaften des Algorithmus TransRed’ dar-
gestellt.
Zuerst betrachten wir die Giite der entstehenden transitiven Reduktion, sie folgt auch direkt

aus dem Lemma 3.3..
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

function TransRed’(R)
(R =1}
p := point(L);
S := Tree(R,p) U Tree(R”,p
{$*=LAS C R}
A B:=85,S,
{A*=LANACRABCAANVzeAB:(ANT)" #L}
while B # O do
b:= (z,y) := atom(B);
if (A N D)y,
then A,B:=A N b,B N b
else B:=B N b
end;

)T

)

end;
{A*=LANACRAVzeA:(ANT) #L}

return A

Tabelle 4.5: Pseudocode TransRed’

Lemma 4.1. Seien G= (V, E) ein stark zusammenhingender Graph und A := TransRed'(F).
Der resultierende Graph (V, A) besitzt hichstens 2n — 2 Pfeile, also |A| < 2- OPT (G).

Beweis: Da jeder Baum von G genau |V — 1| Pfeile besitzt und jeder stark zusammenhén-

gende Graph mindestens |V| Pfeile enthilt, gilt:
2.-|V|=2-|Tree(G)| —2 > |A| > OPT (G) > |V|.
Es folgt |A| <2 OPT (G). O

Im folgenden wird die Laufzeit untersucht. Dabei nehmen wir an, dafs die Berechnung eines
Baumes in Zeit O(|V| + |E|) moglich ist. Dies kann, wie oben erwéhnt, mit Hilfe eines DFS-
Durchlaufes oder eines BFS-Durchlaufes geschehen. Aufserdem kann das Préidikat Q z.B. mit
Hilfe eines DF'S-Durchlaufes getestet werden.

Beriicksichtigen wir, dat der Graph nach der Vorberechnung héchstens 2|V| —2 Pfeile enthélt,

ergibt sich folgendes Lemma;:

Lemma 4.2. Sei G = (V, E) ein stark zusammenhdingender Graph. Bezeichne mit n = |V|
die Anzahl der Knoten. Das Programm TransRed’ berechnet eine transitive Reduktion von G
in Zeit O(n?), falls der Algorithmus Tree zur Bestimmung eines Baumes hichstens die Zeit
O(n?) bendtigt.

Beweis: Die Korrektheit wurde schon in der Herleitung gezeigt. Nach dem Lemma zur Giite
ist klar, dafs die while-Schleife héchstens 2-n-mal durchlaufen wird. Die Schleife selbst besteht
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bis auf die Priifung (A N 5);21 aus elementaren Operationen. Die Priifung des Pradikates Q
kann in O(n + 2 - n) Zeit erfolgen. Die Vorberechnung der Béume ist nach Voraussetzung
ebenfalls in O(n?) moglich, die Operationen point und 7 sind ebenfalls in dieser Zeit moglich.
Als Gesamtaufwand ergibt sich 2- O(n?) +2-n-O(n +2-n) = O(n?). O

4.3 Beispiele

In diesem Abschnitt wird das hergeleitete Verfahren an einigen Beispielen veranschaulicht.

Dazu betrachten wir zwei Beispiele.

Beispieldurchlauf

(1) @ (D

&
O H® @ ©
— oG @/ ®
o ® ®

Originalgraph G Baum T} zu G Wurzelbaum 75 zu G

7@\ N N
(3)

o[V [l
G (
/7 @/D @/

® ®

T U Ty transitive Reduktion zu G MEG zu G

(=]

) @

@

Abbildung 4.1: Beispieldurchlauf fiir das Minimierungsverfahren
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In Abbildung 4.1 wird zuerst der Originalgraph G mit 8 Knoten gezeigt. Im ersten Schritt
wird zur Wurzel 1 ein Baum 717 sowie ein Wurzelbaum 75 berechnet. Die beiden Béume wer-
den vereinigt und in diesem Untergraph jeder Pfeil nacheinander gepriift, ob der Graph ohne
diesen Pfeil noch stark zusammenhéngend ist. Daher kdnnen, abhéngig von der Abarbeitungs-
reihenfolge, z.B. zuerst (1,2) und dann (3,4) geloscht werden. Das Ergebnis ist eine transitive
Reduktion. Das letzte Bild zeigt auferdem einen MEG von G.

Worst-case Beispiel

Das zweite Beispiel zeigt, dal die obere Schranke des Lemmas 4.2. auch erreichbar ist.

Dazu sei der Beispielgraph G auf n Knoten, wie in Abbildung 4.2 ersichtlich, gegeben. Es
erfolgt wieder die Berechnung eines Baumes 77 und eines Wurzelbaumes T zur Wurzel 1. Der
entstehende Graph ist schon eine transitive Reduktion, d.h. kein Pfeil ist mehr reduzierbar.
Das letzte Bild zeigt aufserdem einen MEG zu G, der aus einem Hamiltonkreis besteht. Somit
gilt OPT (G) = n. Einfaches Abzéhlen ergibt, daf die transitive Reduktion aus 2n — 2 Pfeilen
besteht.

A AN N

Originalgraph G Baum T} zu G Wurzelbaum 75 von G

@{f\@ D)

T U Ty MEG zu G

®

Abbildung 4.2: Worst-case Beispiel zum Minimierungsverfahren
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Kapitel 5
Algorithmus von Simon

Grundlage dieses Kapitels ist eine Arbeit von Simon [28], die zum Ziel hatte, die quadratische
Laufzeit anderer Verfahren zu senken.

Da diese Arbeit, wie in der Untersuchung festgestellt, aber fehlerhaft ist, wird hier eine ab-
gewandelte Version vorgestellt. Auf den fehlerhaften Teil sowie die Griinde fiir das Scheitern
dieses Ansatzes wird im separaten Abschnitt 5.3 eingegangen.

Die Idee des Ansatzes von Simon ist es, Pfeile aufgrund ihrer Figenschaften aus einem Tiefen-
suchdurchlauf auf ihre Reduzierbarkeit zu iiberpriifen. Dabei werden in einem ersten Schritt
die Riickwarts-, Vorwarts- und Querpfeile einer Priifung unterzogen, der zweite Teil benutzt
den ersten, um auch die Baumpfeile zu testen.

Dazu bendtigen wir einige Lemmata, die im ersten Teil vorgestellt werden. Nach dem Al-
gorithmus zur Berechnung einer transitiven Reduktion in einem stark zusammenhingenden

Graphen folgen der Abschnitt iiber den fehlerhaften Teil sowie einige erlduternde Beispiele.

5.1 Grundlagen

Wir benétigen fiir die Entwicklung des Algorithmus zwei Lemmata.

Die Reduzierbarkeit von Pfeilen in stark zusammenhéngenden Graphen entspricht dem Pré-
dikat P aus Kapitel 4. Das nachfolgende Lemma beschreibt graphentheoretisch die nach oben
vererbende Eigenschaft von P (i) bzw. die nach unten vererbende von =P (ii).

Lemma 5.1. Seien G = (V,E) und H = (V,F) Graphen mit E C F und e = (x,y) € E
und f € F. Dann gilt:

(i) e reduzierbar in G = e reduzierbar in H
(ii) f nicht reduzierbar in H = f nicht reduzierbar in G

(iii) (w,y) reduzierbar in G <= (y,z) reduzierbar in GT .
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Beweis:

(i) Sei e = (z,y) reduzierbar in G. Dann gibt es einen Weg W = (z,...,y) in (V, E\{e}).
W ist auch ein Weg in (V, F\{e}), also ist e reduzierbar in H.

(ii) Folgt sofort aus (i) mit Hilfe der Kontraposition.

iii) Sei (z,y) reduzierbar in G. Dann gibt es einen Weg (z = xy,...,z, = y) in (V, E\{e}).
iii) Sei duzierbar in G. D ib i Wi in (V,E
(Tn, - - -, xp) ist ein Weg in (V, ET\{(y,z)}), also ist (y, ) reduzierbar in GT. O

Auferdem benotigen wir einige Eigenschaften der DFS-Partitionen in einem Graphen.

Lemma 5.2. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdingender Graph mit DFS-Partitionen
T,B,C, Funde€ CUBUF ein Pfeil. Sei G' := (V, E\{e}) ein Graph mit DFS-Partitionen
T=T,6 B, C' F'. Dann gilt:

(i) eeB= B =B\{e} NC'"=CANF' =F
(ii) ee F = F'=F\{e} NC'"=C N B'=B
(iii) ee C = C"=C\{e} NB'=B AN F'=F.

D.h. die DFS-Partitionen bleiben bis auf den geloschten Pfeil erhalten.
Seien f & E ein Pfeil und G" := (V,E U {f}) ein Graph mit DFS-Partitionen T =T", B",
C", F". Dann gilt:

feB=B"=BU{f} AC"=CAF'=F

Beweis: Der Beweis folgt mit Lemma 2.1. und der Tatsache, daft die Reihenfolge in der die

Knoten besucht werden, durch das Loschen bzw. Einfiigen nicht verdndert wird. O

Bemerkung 5.1. Die Bedingungen T = T' und T = T" kionnen auch wegfallen bzw. lassen
sich folgern, wenn wir annehmen, daf$ der DFS-Durchlauf von derselben Wurzel aus und mit

derselben zugrundeliegenden Ordnung ausgefihrt wird.

In diesem Abschnitt wird jeder Knoten v mit der DFS-Zahl d[v] identifiziert. Dies bedeutet,
daf die zugrundeliegende Ordnung auf den Knoten i.a. die Ordnung <7 auf dem d-Feld ist.

5.2 Entwicklung des Algorithmus

Der Algorithmus ist grundséitzlich in zwei grofse Abschnitte aufgeteilt. Im ersten Teil werden
mit Hilfe von FEigenschaften des DFS-Durchlaufes alle reduzierbaren Quer-, Vorwérts- und
Riickwartspfeile geloscht. Der zweite Teil verwendet den ersten, um auch die Baumpfeile zu

iiberpriifen.
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5.2.1 Reduktion von Vorwirts-, Riickwéarts- und Querpfeilen

Sei G = (V, E) ein stark zusammenhéngender Graph mit DFS-Partitionen 7', B, C, F' mit
Wurzel root.

Wir wollen nun einen Algorithmus A entwickeln, der zu G einen Untergraphen berechnet, der
neben allen Baumpfeilen nur nichtreduzierbare Pfeile enthélt.

Wir unterscheiden im folgenden zwischen drei verschiedenen Zusténden eines Pfeiles. Entweder
ist ein Pfeil reduzierbar, nicht reduzierbar oder es ist noch keine Aussage iiber seine Reduzier-
barkeit moglich. Dazu markieren wir zuerst alle Baumpfeile e € T als nicht reduzierbar, die
sonstigen Pfeile werden dem letzten Zustand zugeordnet. Dabei ist das Prédikat reduzierbar
damit gleichsetzbar, daf der Pfeil geloscht werden kann.

Wir werden jetzt versuchen, Pfeile geméf ihrer Eigenschaft aus einem Tiefensuchdurchlauf
durch verschiedene Lemmata den Zustédnden reduzierbar und nicht reduzierbar zuzuordnen.
Nach jedem Lemma werden die Ergebnisse in einen Pseudocode umgesetzt, um die Uber-
sichtlichkeit zu erhalten. Am Ende dieses Abschnittes werden wir diese Teile dann zu dem

Gesamtalgorithmus zusammensetzen.

Vorwirtspfeile

Begonnen wird mit den Vorwértspfeilen. Das erste Lemma zeigt, dafl in einem stark zusam-
menhdngenden Graphen alle Vorwértspfeile reduzierbar sind.

Lemma 5.3. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdingender Graph mit DFS-Partitionen
T, B, C, F und e = (v,w) € F ein Vorwartspfeil. Dann gibt es einen reduzierenden Wey
W =v —— w fiir (v,w) in G.

T

Beweis: Die Definition eines Vorwértspfeiles liefert einen Weg v —* w. Dieser ist ein
T

reduzierender Weg fiir (v, w). O

T T

Abbildung 5.1: Lemma 5.3

Die Reduzierbarkeit zweier Vorwértspfeile hangt nicht voneinander ab, da der reduzierende
Weg nur aus Baumpfeilen besteht. Es ist also moglich, alle Vorwértspfeile als reduzierbar zu
markieren, was der Pseudocode in Tabelle 5.1 zeigt.
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forall e € F do
delete e from G,
end;

Tabelle 5.1: Pseudocode Lemma 5.3.

Riickwirtspfeile 1

Als néchstes untersuchen wir Riickwirtspfeile auf ihre Reduzierbarkeit. So sind nach dem
folgenden Lemma einige Riickwértspfeile reduzierbar.

Lemma 5.4. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhingender Graph mit DFS-Partitionen

T, B, C, F und {(v,wy),...,(v,ws)} eine Menge von Rickwartspfeilen vom Knoten v aus,

so daff wy <p wo <p ... <y wg gilt. Dann sind die Pfeile (v,ws), ..., (v,ws) reduzierbar in

G.

Beweis: Die Knoten wy, ..., w, sind alle im Weg root o enthalten, da die Pfeile (v, w;)
T

sonst Querpfeile wiaren. Aus diesem Grund gibt es reduzierende Wege W; := v — w; =+, w;
T

fiir jeden Riickwartspfeil (v, w;), i € {2,...,s}. O

@* wq + é% eeo o %
T \_/T T T T

Abbildung 5.2: Lemma 5.4

Nach dem Lemma 5.4. konnen wir nun die genannten Riickwirtspfeile als reduzierbar markie-
ren. Uber den Riickwirtspfeil (v, w;) wird noch keine Aussage gemacht, dieser wird erst mit
Hilfe des Lemmas 5.6. auf seine Reduzierbarkeit getestet.

Um fiir jeden Knoten v jeweils den kleinsten Knoten wj(v) zu berechnen, brauchen wir ein
Feld backpoint. Dieses wird mit backpoint(v) := v initialisiert und fiir jeden Riickwérts-
pfeil (v, w) durch backpoint(v) := min (backpoint(v),w) aktualisiert. Nach so einem Durch-
lauf bezeichnet dann backpoint(v) den Knoten wq(v). Anschliefend kénnen dann die Pfeile
{(v,w2),...,(v,ws)} fir jeden Knoten v € V geloscht werden, da ihre Reduzierbarkeit nicht
voneinander abhéngt; ihre reduzierbaren Wege bestehen nur aus Baumpfeilen und aus dem in
diesem Schritt nicht reduzierten Pfeil (v, v(w;)).

Der in Tabelle 5.2 vorgestellte Pseudocode entspricht dem erarbeiteten Verfahren.

Fithren wir nun die ersten beiden erarbeiteten Schritte aus, so erhalten wir einen Graphen,
der keinen Vorwartspfeil und fiir jeden Knoten nur hiéchstens einen Riickwértspfeil enthalt.
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forall v € V do

backpoint(v) := v,
end;
forall e = (v,w) € B do

backpoint(v) := min (backpoint(v), w);
end;
forall e = (v,w) € B do

if w # backpoint(v)

then delete (v, w) from G;
end;

end;

Tabelle 5.2: Pseudocode Lemma 5.4.

Querpfeile

Der niichste Schritt ist die Uberpriifung der Reduzierbarkeit aller Querpfeile. Dabei stellen
wir zunéchst eine Bedingung dafiir auf, wann ein Querpfeil auf jeden Fall reduzierbar ist. Falls
ein Querpfeil diese Bedingung nicht erfiillt, wird dieser Querpfeil durch einen Riickwartspfeil
ersetzt. Dabei mufl gewahrleistet sein, daf die Reduzierbarkeit beider Pfeile 4quivalent ist, d.h.
dak der Querpfeil genau dann reduzierbar ist, wenn der Riickwértspfeil reduzierbar ist. Aufser-
dem muf sichergestellt sein, daft die Ersetzung keine Auswirkungen auf die Reduzierbarkeit
anderer Pfeile hat.

Den neu eingefiigten Riickwértspfeil priifen wir spater mit Hilfe des Lemmas 5.6 auf seine
Reduzierbarkeit und ersetzen ihn zum Schluf des Algorithmus, falls er nicht reduziert wurde,
durch den urspriinglichen Querpfeil.

Lemma 5.5. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdingender Graph mit DFS-Partitionen
T, B,C, F,e=(v,2z) € C ein Querpfeil und w der naichste gemeinsame Vorfahr von v und
z @m DFS-Baum T. Dann gilt:

(i) Wenn es einen Knoten t € V mit t — w und (v,t) € E gibt, so ist (v,2) reduzierbar
T
in G.

(ii) Falls es so einen Knoten t nicht gibt, gilt:

(a) Der Pfeil (v,z) ist reduzierbar in G genau dann, wenn der Pfeil ¢ = (v,w) redu-
zierbar in G1 = (V, E\{(v,2)} U {(v,w)}) ist.

(b) G =G~

(c) Seie” € CUBUF ein Pfeil mite # ¢e" #¢'. Dann ist € reduzierbar in G genau
dann, wenn €’ reduzierbar in G ist.

32



5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Beweis:
(i) Sei t so ein Knoten. Dann ist der reduzierende Weg fiir (v, z) durch v — t — w N
T T

gegeben ist.

Abbildung 5.3: Lemma 5.5 (i): Graph G

(ii) Da es keinen Knoten t mit den obigen Eigenschaften gibt, gilt (v, w) & E.

9

(=)=
S\

H |+

Abbildung 5.4: Lemma 5.5 (ii): Graph G’

(a) Setze Gy := (V, E\{(v,2)}).

»=—=" Sei (v, z) reduzierbar in G. Dann gibt es einen reduzierenden Weg W7 von
v nach z. Da G stark zusammenhéngend ist, gibt es einen einfachen Weg W5, von
z nach w. Da Wy einfach ist, enthélt er den Pfeil (v, z) nicht. Die Komposition der
Wege W, und Wy ergibt einen neuen Weg Wj; dieser ist ein Weg in G2 und damit
ein reduzierender Weg in G fiir (v, w).

,<=" Sei nun Wj ein reduzierender Weg fiir (v,w) in G;. Wird dieser erweitert
durch den Weg w —*4 2 zu einem Weg von v nach z, so ergibt sich ein reduzierender
Weg fiir (v, z) in G.T

(b) Da G stark zusammenh#ngend ist und damit G* = L gilt, bleibt nur G;* = L zu
zeigen. Seien dazu z,y € V. Wir wollen nun beweisen, dafs es in G; einen Weg von
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

x nach y gibt. Sei W ein Weg von z nach y in G. Falls (v, z) ¢ W, ist W auch ein
Weg in G1. Sonst ersetze (v,z) durch v — w 4 2z in W und erhalte einen Weg
in Gy. g

Sei €’ = (z,y) € E ein Pfeil von G mit €’ ¢ T, (v,w) # €" # (v, 2).

»,—": Sei € reduzierbar in G und W; der reduzierende Weg. Falls (v, z) kein Pfeil
von W ist, ist nichts zu zeigen. Also nehmen wir an, daf (v,z) € Wy ist. Ersetzen
wir (v, z) in Wi durch v — w % z, so ergibt sich ein Weg Wy in G. Dabei ist e
kein Pfeil von Ws, weil er kein Baumpfeil ist. Also ist Wy ein reduzierender Weg
fiir ¢” in Gy.

,<=" Sei " = (z,y) reduzierbar in G;. Falls es einen reduzierenden Weg W7 in
G, fir €” ohne den Pfeil (v,w) gibt, ist Wy auch ein Weg in G und damit ein
reduzierender Weg. Andernfalls ist der Pfeil (v,w) in jedem reduzierenden Weg

enthalten. Sei u der erste Knoten auf dem Weg w = v, also w — u — v.
T T T

Bezeichne die Knoten auf dem Weg root % w mit wy, ..., ws.
T

Dann existiert kein a <p wg,a # w;,1 < i < s mit (a,w,) € E, sonst wire
w im DFS-Durchlauf schon vorher besucht worden. Die Knoten wy, ..., ws bilden
Separatoren fiir alle Knoten a,b mit a < ws < b, a # w;, d.h. jeder Weg von a
nach b geht mindestens durch ein w;,1 <¢ < s.
Ann.: x <p u. Dann geht jeder Weg Wj von z nach y mit Pfeil (v, w) durch ein
w; (mit @ = z und b = y), also Wy =z SN w; 5 v — w. Aber dann ist der
Weg Wy =z —— w; %) ws = w ein Weg ohne den Pfeil (v, w). Widerspruch.
Also gilt > u.
Mit demselben Argument und a = z,b = w gibt es einen Weg von z nach w;. Also
gibt es einen Weg W von z nach w, der keinen Knoten h >7 u enthélt. Da der Pfeil
"

e = (z,y) nicht in W enthalten ist (sonst Widerspruch mit h = z >7 u), kann

in W der Pfeil (v, w) gestrichen und durch v — z 4 w ersetzt werden. Dies ist
w

dann ein reduzierender Weg fiir (z,y) in G. O

Das Lemma 5.5. liefert den in Tabelle 5.3 dargestellten Pseudocode, wobei wir annehmen,
dak das Feld backpoint schon geméf Lemma 5.4. berechnet wurde. Falls ein Riickwartspfeil
eingefiigt wird, erfolgt nach dem Argument aus Lemma 5.4. eine Reduzierung des eventuell
vorhandenen Riickwirtspfeiles. Auferdem bendtigen wir ein Feld stand for, das eine Abbildung
E — E modelliert. Sie wird als identische Abbildung initialisiert und gemé&f der Ersetzung
von Querpfeilen aktualisiert. Auerdem sei die Funktion lca gegeben, die den nichsten ge-

meinsamen Vorfahren von zwei Knoten beziiglich eines Baumes berechnet.

Riickwirtspfeile 2

Setzen wir voraus, dafs Pfeile nach den ersten drei Lemmata reduziert sind, so haben wir einen
Graphen erhalten, der nur Baumpfeile und fiir jeden Knoten héchstens einen Riickwartspfeil
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forall e € E' do
standfor(e) := e;
end;
forall e = (v,2) € C do
w := lca(v, z,T);
if w < backpoint(v)
then add (v, w) to G;
delete (v, backpoint(v)) from G;
stand for((v, w)) = (v, 2);
backpoint(v) := w;
end;
delete (v, z) from G,
end;

Tabelle 5.3: Pseudocode Lemma 5.5.

enthalt.

Nun entwickeln wir ein bottom-up-Verfahren, um fiir jeden Riickwértspfeil zu priifen, ob er
reduzierbar ist oder nicht.

Sei dazu v ein Knoten mit zugehorigem Riickwértspfeil (v, w).

Ahnlich dem Lemma 5.5. werden zuerst Kriterien aufgestellt, die zeigen, ob (v, w) reduzierbar
ist oder nicht.

Falls keine der beiden Situationen gegeben ist, wird (v, w) durch einen anderen Riickwérts-
pfeil ersetzt. Dies macht nur Sinn, wenn die wesentlichen Eigenschaften des Graphen dabei
unberiihrt bleiben. Diese eingefiigten Pfeile miissen dann spéter, wie in Lemma 5.5., durch
ihre Originalpfeile ersetzt werden. Auflerdem ist im letzten Fall noch nichts {iber die Redu-
zierbarkeit ausgesagt. Entscheidend dabei ist, daf der eingefiigte Riickwértspfeil von einem
beziiglich des DFS-Baumes 7" kleineren Knoten ausgeht. So konnen mit Hilfe des anschlieffend
vorgestellten Verfahrens die Riickwértspfeile von den Bladttern ausgehend iiberpriift werden.

Lemma 5.6. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdingender Graph mit DFS-Partitionen
T,B,C,F,C=F={, (v,w) € B ein Rickwdrtspfeil und z := lowpoint(v). Dann gilt:

(i) Falls z > v gilt, so ist (v,w) nicht reduzierbar.

(ii) Falls z < v gilt, so setze s := min({z} U {t € V : (2,t) € E}), und sei z € V, so daff
v —— z und (z,2) € B ist. Dann gilt:
T
(a) Falls w > s ist, so ist (v,w) reduzierbar in G.
(b) Falls w < s ist, so gilt:

(1) Der Pfeil (v,w) ist reduzierbar in G genau dann, wenn der Pfeil (z,w) in dem

Graphen Gy := (V,Ey) := (V, E\{(v,w)}) U {(2,w)} reduzierbar ist.
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(2) G} =G*
(3) Sei e = (a,b) € B ein Pfeil mit (v,w) # e # (z,w), und es existiere kein Weg
v — a. Dann ist e reduzierbar in G genau dann, wenn e reduzierbar in Gy

T
15t.

Beweis:

(i) Aus z > v folgt sofort z = v. Da die Partitionen C und F leer sind, ist (v, w) damit
der einzige Pfeil im Subbaum von v aus (bzgl. T'), der aus diesem herausfithrt. Dann ist
(V, E\{(v,w)}) nicht stark zusammenhéngend und (v, w) nicht reduzierbar.

(ii) Sei nun z < v.

(a) Sei w > s. Dann ist v 2 = 2> s — w ein reduzierender Weg fiir (v,w) in
T T
G.

|
* W\*/Zy\Jr\/v +o .
T T\ \ T

Abbildung 5.5: Lemma 5.6 (ii) (a)

(b) Sei w < s. Es folgt, dak (z,w) ¢ E ist.

+ *
T T

)zy\+ O=Ng
NN

Abbildung 5.6: Lemma 5.6 (ii) (b)

(1) ,=*: Sei (v, w) reduzierbar in G. Dann existiert ein reduzierender Weg W; von
v nach w in G. Wy ist auch ein Weg in G;. Dieser kann durch z 5 ¥ zu einem
T

Weg Wy = z —— w erweitert werden. Da (z,w) ein Riickwartspfeil in G ist
und der Weg Wy einfach ist, gilt (z,w) ¢ Ws,. Wy ist dann ein reduzierender
Weg fiir (z,w) in G;.

,<=" Sei W) ein reduzierender Weg fiir (z,w) in G;. Nach Voraussetzung
existiert ein Weg v % r — z in G. Wird dieser durch W7 zu Wy = v %)

x — z — w erweitert, so erhalten wir einen reduzierenden Weg fiir (v, w) in
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G. Dabei ist (v, w) weder in v —— z enthalten (alles Baumpfeile) noch gleich
(x,z), da x # v. !

(2) Nach Voraussetzung gilt G* = L. Es bleibt also nur G* C G7 zu zeigen. Sei
dazu z,y € V, so dak es einen Weg W = (z,...,y) in G gibt. Falls der Pfeil

(v,w) aus W ist, ersetzen wir ihn durch v e w, und erhalten so
T

einen Weg von x nach y in G;.

(3) Sei e nach Voraussetzung gewahlt.
»—" Sei e = (a,b) reduzierbar in G und W der reduzierende Weg mit dem
Pfeil (v, w). (Der Fall (v,w) ¢ W ist trivial.) Um @ und b in G| miteinander zu
verbinden, ersetzten wir in W den Pfeil (v, w) durch den Weg v % T =z w

und erhalten so einen Weg W;. Wir zeigen nun, daf W; ein Weg in G ist, d.h.
dak der Pfeil (v, w) nicht im Weg v —— z — z — w enthalten ist.
T

Nach Voraussetzung ist e € B, also e & v —— z. Falls (a,b) = (z,2) gilt,
T

folgt sofort ¢ = z. Damit wiirde es einen Weg v S a=u geben, was im
T

Widerspruch zur Voraussetzung steht. Auferdem ist e = (a,b) # (z,w), da
e € E, aber (z,w) ¢ E ist.

»<=" Sei nun Wj ein reduzierender Weg fiir (a,b) in G, wobei (z,w) € Wy
sei. (Der Fall (v,w) ¢ Wy ist trivial.) Durch die Ersetzung von (z,w) durch
den Weg 2 % v — w erhalten wir einen Weg W von a nach b. Dieser ist nach

denselben Argumenten wie in ,=—“ ein reduzierender Weg in G. O

Wir wollen das Lemma 5.6. nun nacheinander auf alle Riickwértspfeile anwenden. Dabei star-
ten wir bei den Blittern des DFS-Baumes und arbeiten die Riickwértspfeile geméf ihrer
Entfernung von der Wurzel ab.

Seien dazu C' = (), F = () und |{(v,w) € B}| <1 fiir jedes v € V.

Wir wollen zeigen, daft nach der induktiven Anwendung fiir alle Knoten v € V folgendes gilt:
Falls es einen Riickwartspfeil (v, ) gibt, so ist dieser nicht reduzierbar.

Wir fiihren eine strukturelle Induktion iiber den Aufbau eines Baumes durch.

Fiir den Induktionsanfang sei v ein Blatt und (v, w) der zugehodrige Riickwértspfeil. Dann ist
(v, w) nicht reduzierbar, da er der einzige Pfeil ist, der von v ausgeht.

Fiir den Induktionsschritt sei nun v ein innerer Knoten. Wir nehmen an, dafs fiir alle Knoten
we{z|v % z} die Induktionsbehauptung gelte. Wir zeigen nun die Behauptung fiir die

Menge M :={z | v %) z} U {v}.

Falls es keinen Riickwirtspfeil von v aus gibt, so gilt die Behauptung trivialerweise.
Andernfalls sei (v, w) der Riickwértspfeil und z := lowpoint(v).

Falls z > v gilt, so ist nach Lemma 5.4.(i) (v, w) nicht reduzierbar.

Ansonsten 16schen wir (v, w) und ersetzten ihn, falls w < s gilt, durch den Riickwértspfeil
(z,w). Da z in diesem Fall kleiner als v ist, gilt die Induktionsbehauptung nun fiir die Menge
M. Falls der Riickwiértspfeil (z, s) existiert, kann dieser nach Lemma 5.4. geloscht werden.
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Wenden wir dieses Verfahren auf die Wurzel an, erhalten wir einen Graphen, der keine re-
duzierbaren Riickwértspfeile enthélt. Dies liefert fiir einen Knoten den in Tabelle 5.4 darge-
stellten Pseudocode, der die in einem Induktionsschritt angefithrten Schritte ausfithrt. Dabei
wird durch die induktive Anwendung das Feld backpoint dazu verwendet, den lowpoint zu
berechnen. Diese wird in Tabelle 5.5 dargestellt. Sie sichert, daf zuerst alle Riickwartspfeile
aller Nachfolger im Baum iiberpriift werden, bevor der ,eigene* Riickwértspfeil getestet wird.
Wir gehen aufserdem davon aus, daf das Feld backpoint geméfs den Lemmata 5.3.—5.5. schon

berechnet wurde.

procedure ReduceBackward(v : V)
z := min {backpoint(w) | (v,w) € T};
ifv+#z
then if backpoint(v) < backpoint(z)
then delete (z, backpoint(z)) from G;
add (z,backpoint(v)) to G;
stand for((z, backpoint(v))) := stand for((v, backpoint(v)));
backpoint(z) := backpoint(v);
end;
delete (v, backpoint(v)) from G;
backpoint(v) = z,

end;
Tabelle 5.4: Pseudocode ReduceBackward (Lemma 5.6.)
procedure R-test(v: V)

forall w with (v,w) € T do
R-test(w);

end;

if v is not a leaf
then ReduceBackward(v);

end;

Tabelle 5.5: Pseudocode R-test (Lemma 5.6.)
Zusammenfassung

Die Hintereinanderausfithrung aller Pseudocodes sowie das nach Lemma 5.5. und 5.6. notige
Zuriickersetzen der Pfeile ergibt den Algorithmus A, dargestellt in Tabelle 5.6.
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Dabei gehen wir von einem Algorithmus DFS aus, der eine Klassifikation der Pfeilmenge liefert.

(iif)
(iv)

(vi)

function A((V, E) : graph,root : V)

(T, B,C, F) := DFS(G, root),
G:=(V,E);
forall e € G do
stand for(e) := e;
end;
forall v € V do
backpoint(v) := v,
end;
forall e € F' do
delete e from FEf;
forall e = (v,w) € B do
backpoint(v) := min (backpoint(v),w);
end;
forall e = (v,w) € B do
if w # backpoint(v)
then delete (v, w) from Ejy;
end;
end;
forall e = (v,2) € C do
w := lca(v, z,T);
if w < backpoint(v)
then add (v,w) to G;
delete (v, backpoint(v)) from G;
stand for((v,w)) := (v, 2);
backpoint(v) := w;
end;
delete (v, z) from G,
end;

(vii) R-test(root);
(viii) forall e € G do

delete e from G;

add standfor(e) to G,
end;
return (G, (V,T))

Tabelle 5.6: Pseudocode Algorithmus A
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Formal gesehen ergibt sich durch das Anwenden der verschiedenen Lemmata eine Folge von
Graphen. Sei Gy = G der Ausgangsgraph, und G;4; der Graph, der durch das Loschen
oder das Ersetzen eines Pfeiles aus G; entsteht, sowie G der letzte Graph dieser Folge.
Nach jedem Lemma bleibt die Hiille der Graphen erhalten, G} = G7, ; wir erhalten induktiv
G"=Gy=... =G}

Wir merken uns, wie schon nach Lemma 5.5. und 5.6. beschrieben, jede Ersetzung im Feld
standfor. Die Reduzierbarkeit aller anderen Pfeile wird dabei nicht verdndert.

Es ist zum einem zu beachten, daf die Klassifikation der Pfeile durch das Loschen und Ersetzen
nicht verdndert wird (Lemma 5.2.), zum anderen, daf die Nichtreduzierbarkeit eines Pfeiles
auch fiir jeden Untergraphen gilt (Lemma 5.1.).

Durch die (Zuriick-)Ersetzung aller Pfeile durch ihre Originale erhalten wir einen Untergraphen
G’ von G, der keine reduzierbaren Quer-, Vorwirts- und Riickwértspfeile enthilt und stark
zusammenhingend ist.

Neben dem Feld stand for benotigen wir aulferdem noch das Feld backpoint. Dieses wird geméaf
den Bemerkungen zu Lemma 5.4. initialisiert. Fiir die anschliefende Anwendung des Lemmas
5.5. werden die Werte fiir neu eingefiigte Riickwartspfeile aktualisiert. Fiir das Lemma 5.6.
bezeichnet backpoint(v) den lowpoint von v, nachdem die Aufrufe R-test fiir alle Nachfolger
beendet sind.

Zusammenfassend kann festgestellt werden:

Theorem 5.1. Der Algorithmus A berechnet einen stark zusammenhdngenden Untergraphen
G = (V,E') von G = (V,E), der keine reduzierbaren Nichtbaumpfeile beziiglich des DFS-
Baumes T enthdlt, d.h.

e " =L
e Vee E'\T : (G'\{e})" #L.
Der Algorithmus hat einen Zeit- und Platzbedarf von O(|V'|+|E|). Auflerdem gilt |[E'| < 2-|V|.

Beweis: Die Korrektheit ist nach den Lemmata 5.3.-5.6. sowie den Bemerkungen zur Ent-
wicklung und der Zusammenfassung klar. Daher sind nur noch die Komplexitéten zu iiberprii-
fen. Zuerst verwenden wir DFS, um die Partitionen zu erstellen. Dies kann in linearem Zeit-
und Platzbedarf ausgefithrt werden [31]. Die Schritte (i), (ii), (iii), (iv), (v) und (viii) kénnen
in O(1) pro Pfeil ausgefiihrt werden. Auferdem kann die Berechnung des néchsten gemeinsa-
men Vorfahren in Schritt (vi) mit einer speziellen Datenstruktur (z.B. von Harel und Tarjan
[15]) in O(1) Zeit pro Pfeil und insgesamt O(|V'|) Platz erfolgen. R-test in Schritt (vii) kann
fiir jeden festen Knoten v linear zur Anzahl der ausgehenden Pfeile berechnet werden. Daher
ist der gesamte Zeitaufwand linear zur Anzahl der Pfeile im gesamten Graphen zu Beginn des
Aufrufes von R-test. Diese Anzahl betrdgt hochstens 2|V|.

Also ist der Algorithmus A linear zeit- und platzbeschréinkt. O
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Beispiel

Da der Algorithmus A in seiner Gesamtheit sehr lang und in Teilen auch kompliziert ist, wird
hier mit Hilfe eines Beispiels noch einmal ein Durchgang durch den Algorithmus erfolgen. Wir
betrachteten dazu die Graphen in Abbildung 5.7.

T
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Originalgraph G DFS Baum T zu G Riickwartspfeile 1

a a aN

A
C ®) ( ®)
5 5 —

@

Querpfeil (6,4) nach R-test Ergebnis A(G)
Abbildung 5.7: Beispiel zum Algorithmus A

Der stark zusammenhéingende Graph G sei gegeben, dazu der DFS-Baum T'. Es ergibt sich
fiir die restlichen Pfeile folgende Klassifikation. Der Pfeil (1,6) ist der einzige Vorwértspfeil,
(6,4) ist ein Querpfeil, die restlichen sind Riickwértspfeile. Die zugrundeliegende Ordnung ist
die natiirliche (N, <).

Zuerst werden die Felder standfor und backpoint initialisiert ((i) und (ii)). Danach wird der
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einzige Vorwértspfeil in Schritt (iii) geloscht.
In Schritt (iv) wird das Feld backpoint wie folgt berechnet:

1(2(34]|5]6]|7
backpoint |1 2|12 |5|5 |7

Mit Hilfe des Lemmas 5.4. (Schritt (v)) kann anschliefend der Riickwértspfeil (8,7) eliminiert
werden, da backpoint(8) = 6 gilt.

Dies ergibt das Zwischenergebnis, dargestellt im dritten Graphen.

Das Lemma 5.5. (Schritt (vi)) ersetzt den Querpfeil (6,4) durch den Pfeil vom Knoten 6
nach 1ca(6,4) = 1. Auferdem kann der Riickwértspfeil (6,5) geloscht werden, dies ergibt die
Anwendung von Lemma 5.4. auf den Knoten 6. Die Felder werden zu stand for((6,1)) = (6,4)
und

backpoint [ 1 |2 | 1|2 |5 |1 |7

aktualisiert.

Im letzten Schritt werden die restlichen Riickwértspfeile mittels R-Test iiberpriift.

Durch die rekursive Aufrufstruktur werden die Knoten in der Reihenfolge 4, 3, 2, 8, 7, 6, 5, 1
abgearbeitet.

Da der Knoten 4 ein Blatt ist, wird der Pfeil (4,2) nicht geloscht. Dies gilt auch fiir den
Pfeil (8,6), weil der Knoten 8 ein Blatt ist. Die Pfeile (6,1) und (3,1) werden ebenfalls nicht
geloscht. Der jeweilige lowpoint ist der Knoten 1, also trifft die Bedingung (i) in Lemma 5.6.
zu. Abschliefend erfolgt die Riickersetzung der Pfeile, und es ergibt sich der Graph im letzten
Bild.

Das Ergebnis ist nicht inklusionsminimal; die Baumpfeile (1,2) und (3,4) sind reduzierbar.

5.2.2 Reduktion von Baumpfeilen

Wir wollen nun mit Hilfe des im vorherigen Abschnitt entwickelten Algorithmus A einen Algo-
rithmus TransRed-Simon entwickeln, der eine transitive Reduktion berechnet. Als Zwischen-
schritt werden wir dazu einen nichtreduzierbaren Wurzelbaum berechnen, der also nur nicht

reduzierbare Pfeile und einen Wurzelbaum enthélt.

Sei G = (V, E) ein stark zusammenhangender Graph. Wir wenden nun den Algorithmus A
auf den transponierten Graphen G’ an und erhalten so den Graphen G mit zugehdrigem
DFS-Baum T7. Dann ist G{ Untergraph von G und T} ein Wurzelbaum von G;. Eine erneute
Anwendung von A auf den Graphen G ergibt einen Graphen G mit DFS-Baum Tb. Nach
den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt sind alle Pfeile in G2\ (71 N T%) nicht reduzierbar.
Um einen nicht reduzierbaren Wurzelbaum zu erhalten, miissen nur noch alle Pfeile aus T3 N'T5
iiberpriift werden, ob sie fiir die Wurzelbaumeigenschaft notwendig sind.

In der Originalfassung der Arbeit von Simon wurde ein linearer Ansatz zur Uberpriifung dieser
Pfeile présentiert. Dieser Teil enthélt einen Fehler.
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

function ReduceTreeEdges(G = (V, E) : graph, T} : graph,Ts : graph,root : V)
H1 = G;
H2 = G;
forall e = (z,y) € (Th N T»)
if o ——
Hi\{e}
then H1 — Hl\{e};

end;

if 2 —=— root
Hy\{e}
then Hj := Hs\{e};

end;
end;
return (Hy, Hy)

Tabelle 5.7: Pseudocode ReduceTreeEdges

Um den allgemeinen Aufbau der Arbeit von Simon hier zu erhalten, entwickeln wir einen
Ansatz, der dieses Problem mit einem quadratischen Verfahren 16st, das aber eigentlich zu
maéchtig ist. Wir kommen darauf spéater zuriick.

Angelehnt an das Verfahren aus Kapitel 4 werden alle Pfeile aus 77 N T3 sowohl auf ihre Re-
duzierbarkeit als auch auf ihre Notwendigkeit beziiglich des Wurzelbaumes iiberpriift. In dem
Pseudocode aus Tabelle 5.7 werden zwei Graphen berechnet, einer jeweils fiir jede Eigenschaft.

Lemma 5.7. Seien G = (V,E) ein stark zusammenhdngender Graph, |E| < 2 |V|, T\
ein Baum und To C G ein Wurzelbaum jeweils zur Wurzel root € V. Dann berechnet
ReduceTreeEdges(G, T}, Th, root) zwei Graphen in Laufzeit O(|V |?) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) Ho € H; C G
(i) Hf =L

(iii) Vv €V : v — root
Ho

(iV) Vee HyNTy NTy (Hl\{e})* 75 L.

Beweis: Um die Ahnlichkeit zwischen dem Algorithmus ReduceTreeEdges und dem An-
satz aus Kapitel 4 zu verdeutlichen, zeigen wir die Parallelen auf. Die graphentheoretische

Bedingung & ——— y iRt sich relational als (H; N E)Zy schreiben.
Hi\{e}

Es folgt, daf die erste if-Bedingung stirker ist als die zweite.

Daraus folgt sofort die Eigenschaft (i). Die Eigenschaften (ii) und (iv) folgen sofort aus den
Betrachtungen in Kapitel 4. Dabei kann natiirlich die Inklusionsminimalitdt nur beziiglich der
iiberpriiften Mengen gewéhrleistet werden.
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Auch die Eigenschaft (iii) folgt, weil der Graph zu Beginn einen Wurzelbaum enthélt und
Pfeile nur dann geldscht werden, wenn diese Eigenschaft erhalten bleibt.

Die Laufzeit O(n?) ergibt sich aus der Tatsache, daf die forall-Schleife hichstens |V |-mal
durchlaufen wird (|77 N 1| < |V|) und der Test, ob es einen Weg gibt, z.B. mit Hilfe eines
DFS-Durchlaufes, in Zeit O(|V| + |E|) = O(|V|) durchgefiihrt werden kann. O

Wir benutzen die Funktion ReduceTreeEdges, um den oben beschriebenen Ansatz umzuset-
zen. Der so entwickelte Pseudocode Theo2 in Tabelle 5.8 entspricht dabei dem Aufbau der
zugrundeliegenden Arbeit. Wir halten aber auch fest, dafl der dort berechnete Graph Gj
schon eine transitive Reduktion ist. Deshalb ist der hier gew#hlte Ansatz zu méichtig. Die
Suche nach linearen Ansétzen fiir ReduceTreeEdges ist bisher fehlgeschlagen. Wir verwenden

deshalb diesen quadratischen Ansatz.

function Theo2(G = (V, E) : graph,root : V')
(G1,T1) == (A(GT,root))"
(Ga,Ty) := A(G1,ro00t);
(G3,G4) := ReduceTreeEdges(Ga, 11, 15, root);
return (G3,Gy)

Tabelle 5.8: Pseudocode Theo2 zu Theorem 5.2.

Theorem 5.2. Seien G = (V,E) stark zusammenhdngend und root € V. Dann berechnet
Theo2(G, root) Graphen in Laufzeit (’)(|V|2) mit folgenden Eigenschaften:

(i) G3* =L

(i) VoeV : v—root
Gy

(i) Ve € Gy : (Gs\{e})*
(iv) G4 € G3 C G.

Beweis:

(I) Die erste Anwendung des Algorithmus A bringt nach Theorem 5.1. folgende Eigenschaf-

ten:

(a) G

(b) VeeGI\Ti : (Gi\{e})* £L

(C) T1 C G1 C G
)

(d) 71 Wurzelbaum zur Wurzel root.

Dabei werden die Eigenschaften durch die Transposition erhalten (Lemma 5.1.).
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

(II) Nach (I)(a) ist G; stark zusammenhéngend, also ist das Theorem 5.1 anwendbar, es

ergeben sich folgende Eigenschaften:

(a) G
(b) Vece GQ\TQ : (GQ\{G})* ;é L
(C) T, C Gy C Gy

(d) Ty Baum zur Wurzel root.

(III) Aus den Eigenschaften (I)(c) und (d), (II)(c) und (d) sowie (II)(a) folgt mit dem Algo-
rithmus ReduceTreeEdges und Lemma 5.7.:

VzeV:z—root
Ga

)
b) G
(c) Gy € G3 C Gy
(d) Vee Gy NTy NTy : (Gs\{e})* #L

(a
(

Es folgt zuerst (i) aus (III)(b), (ii) aus (III)(a), sowie (iv) aus (I)(c),(II)(c) und (III)(c).
Zum Beweis von (iii) sei e € Gy4.

e Falls e € G4\T1, folgt die Behauptung aus (I)(b) mit Hilfe von Lemma 5.1. und G3 C Gj.
e Falls e € G4\T?, folgt sie aus (II)(b) mit Hilfe von Lemma 5.1. und G3 C Go.
e Falls e € G4 N T N Ty, folgt die Behauptung aus (III)(b).

Also ist e nicht reduzierbar in Gj. O

Nach Theorem 5.2. haben wir nun einen nichtreduzierbaren Wurzelbaum G4 erhalten, d.h.
jeder Pfeil ist sowohl im Graphen (3 nicht reduzierbar als auch notwendig fiir die Wurzelbaum-
eigenschaft in G4. Durch zweimaliges Anwenden des Theorems erhalten wir eine transitive
Reduktion.

function TransRed-Simon(G : graph)
(G1,T1) := Theo2(G,root);
(G2, T») == (Theo2(G1 7, root)) ;
return 177 U T

Tabelle 5.9: Pseudocode TransRed-Simon zu Theorem 5.3.

Wir erhalten also einen nichtreduzierbaren Wurzelbaum 717 sowie einen nicht reduzierbaren
Baum 75, die Vereinigung ist eine transitive Reduktion. Die Korrektheit wird formal durch

folgendes Theorem gesichert:
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Theorem 5.3. Sei G = (V,E) ein stark zusammenhdngender Graph. Dann berechnet
T := TransRed — Simon(G) in Laufzeit O(n?) eine transitive Reduktion von G mit Giite 2,
d.h. es gilt:

(i) T* =L
(i) VeeB(T) : (T\{e})*#L
(i) T C @

|E(T)]

(iv) oPT(C) < 2.

Beweis: Nach Theorem 5.2. gilt folgendes:

(1) (a) Gi* =L
(b) VveV : v —root
T
(c)VeeT) : (Gi\{e})* #L
dTy € G CG

)
) VoeV : root — v
1>
) VeeTy : (Gg\{e})*#L
)

Wir halten fest, daf T' =T, U T5 ist.

Zuerst zeigen wir einige Hilfsbehauptungen:

e I'=Ty UTy, C G1 U Gy =Gy

e T7 C Gsy.

Dazu sei e € T7. Dann ist nach (I)(a) und (c) e nicht reduzierbar in 7;. Mit Hilfe von
Lemma 5.1. und G2 C G folgt, dafs e nicht reduzierbar in G5 ist.

Ann.: e & Go. Nach (II)(a) ist Gy stark zusammenhéngend, also ist e reduzierbar in
G2. Widerspruch

Also gilt e € G, es folgt die Behauptung 77 C Gs.
e T'=T UTy, C Gy U Gy =Gs.
Wir wollen nun zeigen, dak T eine transitive Reduktion von G ist, also (i) — (iii).

(i) Dies weisen wir komponentenweise nach: Seien dazu z,y € V zwei Knoten. Dann ist

durch z — root —s y ein Weg von z nach y in T' gegeben.
T T»
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(ii) Sei e = (z,y) € E(T). Zum Beweis, dak e nicht reduzierbar in T ist, unterscheiden wir
folgende Fille:

e ¢ € Ty: Nach (I)(a) und (c) ist e nicht reduzierbar in G, es folgt mit Hilfe von 5.1.
und T' C G4, dak e nicht reduzierbar in T ist.
e ¢ € Ty: Nach (IT)(a) und (c) ist e nicht reduzierbar in Gy, es folgt mit Hilfe von
5.1.und T" C (9, dak e nicht reduzierbar in T ist.
(iii) Esgilt 7=T, UT> C G, U Gy C G.
(iv) Die Giite folgt sofort aus Lemma 3.3.

Die quadratische Laufzeit sichert Theorem 5.2.. U

Bemerkung 5.2. In den Theoremen 5.2. und 5.3. hingt die quadratische Laufzeit nur vom
Algorithmus ReduceTreeEdges ab.

5.2.3 Theoretische Eigenschaften

Zusammenfassend halten wir fest, dall wir einen Algorithmus TransRed-Simon mit quadra-
tischer Laufzeit entwickelt haben, der eine transitive Reduktion berechnet. Die Entwicklung
sichert aulerdem zu, dak der Algorithmus die Giite 2 besitzt. Dies zeigt Theorem 5.1. sowie
das Lemma 3.3..

5.3 Originalalgorithmus

Der in Abschnitt 5.2. vorgestellte Algorithmus stammt zum grofen Teil aus der Arbeit von
Simon [28]. Allerdings ist ein fehlerhafter Teil'! [29] durch einen theoretisch langsameren,
aber korrekten ersetzt worden. Die urspriingliche Absicht der Arbeit von Simon war es,

einen linearen Ansatz zu entwickeln. Daher gab es an Stelle der hier vorgestellten Prozedur

!Sehr geehrter Herr Kasper,

ich erinnere mich nur noch dunkel an diese Geschichte. Nach diesem Workshop in Aachen, hatte ich diese
Arbeit Bob Tarjan gegeben, er war damals auch gerade an diesem Thema interessiert. Er hat ein Gegenbeispiel
fuer die Reduktion der Baumkanten gefunden. Wir haben dann noch ein paar Monate Briefe geschrieben,
wie man den Fehler beheben kann. Ich war der Meinung, dass ich die falsche Induktion gewaehlt hatte, die
richtige koennte die Rueckkehrreihenfolge der DFS-Prozedur sein. Tarjan hat dann mit Karp ein Paper ueber
diese Dinge fuer PRAMs geschrieben, das auch einen kleinen sequenziellen Teil zur trans. Reduktion hatte
(dasselbe wie bei mir, aber in O(n log n), ueber optimal branchings, ich konnte dieses Resultat aber nicht
verfizieren und optimal branchings waren bis dahin bereits fuenf oder sechsmal korrigiert worden). PRAMs
waren aber nicht mein Fall. Die Diskussion ist dann irgendwann eingeschlafen. Andere Dinge waren wichtiger.
Der Zusammenhang zu Dominators war der damaligen Disskusionsgruppe bekannt (wem auch sonst?). Aber
mehr weiss ich nicht. Es war mein letzter Beitrag zu dieser Community.

Gruss
Klaus Simon
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ReduceTreeEdges einen linearen Ansatz, der mit Hilfe von Dominatoren versucht, Baumpfeile
zu reduzieren. Diesen wollen wir in seiner Idee hier vorstellen und zeigen, warum er nicht
korrekt ist.

Wir betrachten dazu eine spezielle Form von dominierenden Knoten.

Definition 5.1. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhangender Graph und root € V ein
ausgezeichneter Knoten. Ein Knoten v dominiert einen Knoten w beziglich root, falls jeder
Weg von w nach root, den Knoten v enthdlt. v heiffit direkter Dominator von w beziiglich root,
falls v w beziiglich root dominiert und jeder andere Dominator von w v dominiert.

Aufgabe der Funktion ReduceTreeEdges ist es, zu einem Wurzelbaum 77 und einem Baum
T5 eines Graphen G mit gemeinsamer Wurzel root Pfeile zu reduzieren, um einen Graphen zu
erhalten, der einen nichtreduzierbaren Wurzelbaum enthilt.

Wir bendétigen einen linearen Algorithmus ImmDom(G, root) [15, 14], der zu einem Graphen G
fiir jeden Knoten den direkten Dominator beziiglich root berechnet.

Dazu wird in der Arbeit von Simon der in Tabelle 5.10 dargestellte Algorithmus ReduceTree-
Edges-Simon vorgeschlagen.

function ReduceTreeEdges-Simon(G : graph,T) : graph,T, : graph,root : V)

H, =G,
dom := ImmDom(G, root);
forall e = (z,y) € (T1 N Ty)

if dom[z] #y

then Hy := Ho\{e};

end;
end;
return (G, Hs)

Tabelle 5.10: Pseudocode ReduceTreeEdges-Simon

Wir wollen nun die Argumentation aus der Arbeit von Simon |28, Seite 257 vorstellen.
Dazu miissen wir zwei Richtungen betrachten. Sei dazu e = (z,y) € (11 N T) ein Pfeil. Im
ersten Fall sei der direkte Dominator von « der Knoten y. Das heifst, jeder Weg vom Knoten
x zur Wurzel root fiihrt durch den Knoten y. Es folgt, daf der Pfeil (z,y) notwendig fiir
die Wurzelbaumeigenschaft ist. Im anderen Fall gibt es einen Weg zur Wurzel ohne den Pfeil
(x,y). Simon folgert daraus, daf der Pfeil fiir die Wurzelbaumeigenschaft nicht benotigt wird.
Das ist aber falsch! Dies wird mit Hilfe des folgenden Beispiels verdeutlicht werden.

Wir betrachten in Abbildung 5.8 den Beispielgraphen G im Bild 1 mit den direkten Domina-
toren sowie den Wurzelbaum 77 und Baum 75 im zweiten und dritten Bild.

Die folgenden Pfeile liegen sowohl in 77 als auch in 75 und werden im Algorithmus iiberpriift:
(4,13), (11,7), (5,10),(2,6), (9,11),(12,4), (7, 4).
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5.3 ORIGINALALGORITHMUS

Die Pfeile (4,13), (2,6),(12,4) und (7,4) werden nicht geldscht, da die direkten Dominatoren
der Anfangspunkte die jeweiligen Endpunkte der Pfeile sind.

Die restlichen Pfeile (11,7),(5,10) und (9,11) werden geloscht.

Es ergibt sich der Graph im Bild 4. Dieser ist aber kein Wurzelbaum.

Der Grund hierfiir ist in den beiden Pfeilen e; = (5,10) und ez = (11,7) zu suchen. Der
Knoten 4 ist jeweils der direkte Dominator der Knoten 5 und 10. Fiir den Knoten 5 gibt es
zwei verschiedene Wege zum Knoten 4, einer benutzt e;, der andere es. Dies gilt ebenfalls fiir
den Knoten 10.

Loschen wir nun den Pfeil e, so verdndert sich der direkte Dominator des Knoten 10 zu 7.

o
\@ \@

VAR N /}\

?
<
@

®
3 6 \
ONNOLLD OO

)
@

® © ® o
Wurzelbaum 75 zu G Ergebnis
Abbildung 5.8: Beispiel zu ReduceTreeEdges-Simon
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Die Berechnung der Dominatoren liefert nur solche im Originalgraphen, aber kann nicht be-
riicksichtigen, wie sich die Dominatoren veréndern, falls ein Pfeil geloscht wird. So miifiten
nach jedem Loschen eines Pfeiles die direkten Dominatoren erneut berechnet werden. Dies
erhoht die Laufzeit in quadratische Laufzeit.

Der Fehler des Ansatzes ist aber nicht nur in der Laufzeit zu suchen. Nehmen wir nun einen
iterativen Dominatoralgorithmus an und betrachten die oben gegebene Situation. Der Pfeil
e; wird geloscht, es aber nicht. Es entsteht ein Wurzelbaum. Wir benotigen aber noch die
Eigenschaft der Nichtreduzierbarkeit fiir jeden Pfeil. Der Pfeil ey ist aber reduzierbar in G,
denn es gibt einen Weg 11 -5 =10 —-+9 -3 = 7in G.

Es muf also auferdem noch eine Anpassung des Graphen G erfolgen. Dieses wurde bei der
Entwicklung des Algorithmus ReduceTreeEdges durch das Loschen von reduzierbaren Pfeilen

beriicksichtigt und fithrte zum Graphen H;.

5.4 Beispiel

Den Algorithmus A haben wir schon an einem Beispiel erldutert. Wir wollen nun zu dem
entwickelten Algorithmus TransRed-Simon ein worst-case Beispiel betrachten.

Worst-case Beispiel

Dazu betrachten wir die Abbildung 5.9 und den Graphen G auf n Knoten.

Das Ergebnis ist im zweiten Bild dargestellt. Es besteht aus Pfeilen, die von der Wurzel 1
wegfiithren, dem nichtreduzierbaren Baum, und solchen die zur Wurzel hinfiihren, dem nicht-
reduzierbaren Wurzelbaum. Das Ergebnis ist eine transitive Reduktion. Dieser Graph enthélt
2n — 2 Pfeile.

Mit Hilfe des MEG im dritten Bild, der n Pfeile enthilt, folgt die Giite 2 — %

Originalgraph G Ergebnis MEG zu G

@

Abbildung 5.9: Worst-case zu TransRed-Simon
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Kapitel 6

Approximativer Algorithmus von
Khuller et al.

Wir wollen nun einen approximativen Algorithmus entwickeln, der aus einer Arbeit von Khuller
et al. [20] stammt.

Die Idee dieses Algorithmus ist es, in dem Graphen Kreise grofstmoglicher Linge zu finden.
Diese bilden zwar i.a. keine starke Zusammenhangskomponente, sind aber stark zusammen-
héngend. Durch eine Reduktion wird der Kreis im Graphen durch einen neuen Knoten ersetzt.
In diesem neuen Graphen wird nun wiederum nach langen Kreisen gesucht.

Dazu wihlen wir vor der Ausfithrung des Algorithmus eine feste Zahl k& € N und suchen Kreise
der Lange grofer gleich k. Sind keine mehr vorhanden, so dekrementieren wir k.

Dabei werden fiir die unterschiedliche Wahl von k auch verschieden gute Approximationen
erreicht. Fiir groke k erreichen wir Giiten bis zu 72/6 ~ 1,645, fiir K = 3 ‘nur’ solche von
1,75. Dabei sind alle Ansétze in polynomieller Zeit implementierbar. Der Ansatz fiir k = 3 ist
fast-linear.

In diesem Kapitel werden zuerst einige Definitionen eingefiihrt sowie zugehorige Eigenschaften
bewiesen. Danach wird der allgemeine Ansatz genauer erldutert und die Giite fiir den allge-
meinen Fall hergeleitet. Der fast-lineare Ansatz fiir £ = 3 wird anschlieflend vorgestellt. Der
letzte Abschnitt dient dazu, die gefundenen Losungen an einigen Beispielen zu verdeutlichen.

6.1 Grundlagen

Wir fithren nun die Kontraktion formal ein und leiten wichtige Eigenschaften her, um diese
spater verwenden zu konnen.

Der kontrahierte Graph ersetzt die Knoten durch einen neuen und streicht auftretende Schlei-
fen und doppelte Pfeile. Formal ist er durch folgende Definition gegeben:

Definition 6.1. Sei G = (V, E) ein Graph und e = (v,w) € E ein Pfeil aus G. Dann ist der
reduzierte (kontrahierte) Graph G/{e} := (V', E") durch

o V' :=V\{v,w} U (v;w)
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e BN :=(En (V'xV")) U{((v;w),z) | €V A ((v,z) € EV (w,z) € E)}
U{(z, (v;w)) |z€V A ((z,v) € EV (z,w) € E)}

definiert.

Diese Definition wird nun durch das in Abbildung 6.1 dargestellte Beispiel veranschaulicht.
Durch die Kontraktion eines Pfeiles (v, w) werden die Knoten v und w zusammengelegt, und
dadurch auftretende doppelte Pfeile sowie Schlingen geldscht.

O ONONNOSONO
o

AN N

Abbildung 6.1: Beispiel zur Definition 6.1.

Die Kontraktion dhnelt dem Reduktionsgraphen, bei dem die starken Zusammenhangskompo-
nenten zu Knoten reduziert werden. Auch hier kann die Kontraktion durch zwei Abbildungen
auf der Knotenmenge und der Pfeilmenge aufgefafit werden. Analog konnen auch die Re-
prasentantenabbildungen definiert werden. Da wir aber keine Schlingen zulassen, miissen wir
die zur Kontraktion passende Abbildung auf der Pfeilmenge mit einem neuen Element 1 zu
¢o : E — E' U { L} erweitern, um deutlich zu machen, da® ein Pfeil aus dem Originalgraphen
im kontrahierten Graphen nicht abgebildet wird. Es stort nicht, dafs Schlingen nicht abgebildet
werden, da diese nach Lemma 3.3. in Approximationen nicht bendtigt werden.

Um eine Menge von Pfeilen zu kontrahieren, findet eine Kontraktion der Pfeile nacheinander
statt. Formal ist dies durch die folgende Definition gegeben:

Definition 6.2. Seien G = (V, E) ein Graph und S = {e1,...,en} C E eine Menge von
Pfeilen aus G. Wir definieren G/S rekursiv durch

/ A G/{el} . |S| =1
¢ /S - { (G/{el})/{¢(e2)77¢(en)} : |S| >1 "’

wobei ¢ die Abbildung ist, die durch die Kontraktion G/{e1} entsteht. Auftretende Kontrak-
tionen mit dem Element L werden durch G/{L} := G definiert.

Bemerkung 6.1. Dabei ist es wichtig zu beachten, daff die Reihenfolge in der die Pfeile
kontrahiert werden, nicht relevant ist. Formal ergeben sich zwar verschiedene Graphen, die
aber isomorph sind. Die Abbildung ¢ ist notwendig, da die Pfeile eo, ..., e, durch die Kon-
traktion von ey eventuell nicht mehr vorhanden sind.
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Auch die Kontraktionen mehrerer Pfeile konnen als Abbildungen aufgefaft werden. Formal
sind diese Funktionen durch die Hintereinanderausfithrung der einzelnen durch die Kontrak-
tionen entstandenen Abbildungen gegeben.

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften der Kontraktionsoperation erarbeiten.

Seien G ein stark zusammenhéingender Graph und K ein Kreis in G. Wir wollen zeigen,
dak auch der kontrahierte Graph G/K stark zusammenhingend ist. Ersetzen wir die neu
entstandene Komponente wieder zuriick, d.h. den neuen Knoten durch die Knoten auf dem
Kreis, und die neu entstandenen Pfeile jeweils durch einen Reprisentanten, so ist auch dieser
Graph stark zusammenhéngend.

Um spéter nicht formal argumentieren zu miissen, beweisen wir folgendes Lemma mit den

dazu eingefithrten Abbildungen:

Lemma 6.1. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdngender Graph, U = {uq,...,u,} und
K = (ug,...,un,up) ein Kreis in G. Seien (W,F) := G/K der kontrahierte Graph und
¢pv V. > W, ¢p : E — F U {L} die zur Kontraktion gehirenden Abbildungen sowie
Yvw W = V und Yp : F — E die Reprisentantenabbildungen. Auflerdem sei U= v (ug)
der neu hinzugefiigte Knoten in G/K.

Dann sind G' .= (V,(F N E) U K U ¢p(F\E)) und G/K stark zusammenhdingend.

Beweis: Fiir den Beweis des starken Zusammenhanges von G/K seien z,y € W. Fallsz =y
oder z,y £ U gilt, ist ein Weg von x nach y offensichtlich. Sei nun z = U # y. Da G stark
zusammenh#ngend ist, gibt es einen einfachen Weg P = (ug,...,y) in G. Sei u; der letzte
Knoten aus U im Weg P und (u;,z) der zugehérige Pfeil. Dann ist ¢p(us,2) = (U,2) € F
und damit U — z = --- — y ein Weg in G/K. Analog folgt die Behauptung fiir = # U=y.
Fiir den zweiten Beweis wollen wir zuerst die Pfeilmenge von G’ beschreiben. Sie besteht aus
Pfeilen des Graphen G/K, die auch in G enthalten sind. Damit sind die beteiligten Knoten
nicht in dem Kreis K enthalten. Aufserdem sind die Pfeile auf dem Kreis K sowie je ein
Reprisentant fiir jeden neuen Pfeil, der durch die Kontraktion entstanden ist, in G’ enthalten.
Seien x,y € V. Wir wollen nun zeigen, daf es in G’ einen Weg von z nach y gibt. Falls z,y € U
gilt, ist ein Weg durch den Kreis K gegeben. Falls z,y ¢ U gilt, so ist ein Weg durch den
starken Zusammenhang von G gegeben.

Sei nun z ¢ U und y = u; € U. Da G/K stark zusammenhéngend ist, gibt es einen einfachen
Weg P = (x = z¢,...,z, = y) von x nach y in G/K. Sei (xy_1,u;) := Yp(x, — 1,z,) der
Reprisentant des Pfeiles (x,,—1,x,). Dann ist zg — -+ = 2,1 — u; i) uj =y ein Weg von

z nach y in G'. Der umgekehrte Fall (mit y ¢ U und z € U) folgt analog. O

Im folgenden Lemma wird die Beziehung zwischen der optimalen Lésung und den Eigenschaf-
ten der enthaltenen Kreise charakterisiert.

Lemma 6.2. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdngender Graph und c die Linge eines

langsten Kreises in G. Dann gilt:

C

OPT (G) 2 ——

(V] =1).
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Beweis: Sei M = (V, E') ein MEG von G und S = (). Wir bemerken zuerst, daf es in einem
stark zusammenhéngenden Graphen mit mindestens zwei Knoten immer einen Kreis gibt.
Finde einen Kreis K = (v,...,v) in M. Kontrahiere nun K, fiige die Pfeile zu S hinzu und
erhalte M := M/K. Wiederhole diesen Schritt solange, bis M nur noch aus einem Knoten
besteht.

Dabei bleibt M nach Lemma 6.1. immer stark zusammenh&ngend. Wir konnen die Schritte also
wiederholt anwenden, und durch |V(M)| < |V(M/K)| wird abgesichert, daf es nur endlich
viele Schritte gibt. Aufserdem wird durch die Kontraktion die Linge eines ldngsten Kreises
nicht grofer, und in S werden alle Pfeile von M aufgesammelt. Es sind nicht weniger Pfeile,
denn sonst wiirden wir einen stark zusammenh#ngenden Graphen erhalten, der weniger Pfeile
als der MEG enthailt.

Wir wollen nun die Anzahl der Pfeile gegen die Anzahl der Knoten abschétzen:

In jedem Schritt werden die Pfeile auf einem Kreis der Liange b < ¢ kontrahiert und ent-
sprechend die b Knoten auf dem Kreis zu einem neuen zusammengefafst. Auferdem werden
eventuell noch weitere [ Pfeile geloscht. Der neue Graph M /K besitzt b — 1 Knoten und b+
Pfeile weniger als M.

Das Verhiltnis der Anzahl der kontrahierten Pfeile gegeniiber der Abnahme der Knoten in M

b+1 b
entspricht also: + > > € Also ist die Giite in jedem Schritt mindestens ¢
b—17"b—-1"c—-1 c c—1
Da es hochstens |V| — 1 solcher Schritte geben kann, ist die Gesamtgiite I (IV|-1).
c J—
Es folgt die Behauptung: OPT (G) > Ll(|V| —1). O
c—

Dieses Lemma zeigt einen einfachen Beweis fiir das Lemma 3.3. (i). Es folgt aukerdem, daf in
einem stark zusammenhéngenden Graphen, der nur Kreise der Linge zwei enthilt, ein MEG
(mindestens) 2|V| — 2 Pfeile besitzt.

Bemerkung 6.2. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdangender Graph und S C E eine
Menge von Pfeilen. Dann gilt:

OPT (G) > OPT(G/S).

Beweis: Seien M = (V, R) ein MEG von G und G' := (V' E') := G/S.

Damit gilt |R| = OPT (G) und durch die Kontraktion entsteht eine Reprisentantenabbildung
p: E — E'U{Ll}, die jedem Pfeil in G hichstens einen Représentanten in G’ zuordnet. Dann
ist (V',p(R) N V' x V') ein stark zusammenhéngender Untergraph von G’ mit hochstens | R|
Pfeilen.

Es folgt die Behauptung durch OPT (G) = |R| > |¢(R) N V' x V'| > |E'| = OPT(G/S). O

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels bendtigen wir einige mathematische Gleichungen, die hier
kurz zusammengestellt sind und sich bei Bronstein [7] finden.

Bemerkung 6.3. Es gilt:

: - 1 1
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=1

Mg

l:3 (1 —1)( 2—2)
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o0
1 s
(iii) E 2=

6.2 Entwicklung des Algorithmus

Ziel ist es nun, einen approximativen Algorithmus zu entwickeln. Dazu wird zuerst ein allge-
meiner Ansatz vorgestellt, der im folgenden Abschnitt in einem Spezialfall in einen programm-
nahen Pseudocode umgesetzt wird.

6.2.1 Allgemeiner Algorithmus

Wie in der Einleitung beschrieben, besteht die Idee dieses Ansatzes darin, Kreise moglichst
grofser Lange zu finden, um diese dann zu kontrahieren. Dabei ist es nicht mdoglich nacheinander
die lingsten Kreise suchen, da die Bestimmung des lingsten Kreises in einem Graphen N P-
hart ist [10].

Um einen polynomiellen Algorithmus zu entwickeln, miissen wir uns auf geeignete Weise ein-
schrinken und suchen aus diesem Grund nur Kreise einer bestimmten (konstanten) Lénge.
Dazu wihlen wir uns vor der Ausfithrung ein festes k € N.

Diese Ideen liefern den in Tabelle 6.1 dargestellten Algorithmus.

function CONTRACT-CYCLES,(G : graph)
H =G,
Res := ()
for i =k to 2 by —1 do
while H enthilt Kreis der Lange > 4
Sei L so ein Kreis;
Res := Res U L;
H:=H/L;
end;
end;
return Res

Tabelle 6.1: Pseudocode CONTRACT-CYCLES,,

Wir werden spéter zeigen, daft der Algorithmus in polynomieller Zeit implementiert werden
kann. Der Spezialfall £ = 3 und seine fast-lineare Implementierung sind Thema des Abschnittes
6.2.2.

Wir kiimmern uns in diesem Abschnitt nicht um formale Details einer Implementierung, bei der
z.B. zu den Pfeilen auf dem Kreis jeweils ein Reprisentant ausgewéhlt werden muf. Abgesehen
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6.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

davon ist durch eine wiederholte Anwendung des Lemmas 6.1. klar, daf die aufgesammelten
Pfeile einen stark zusammenhéingenden Untergraphen der Eingabe bilden.
Im folgenden Lemma betrachten wir die Giite des Algorithmus CONTRACT-CYCLESy.

Theorem 6.1. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdngender Graph und k € N. Dann gibt
CONTRACT-CYCLES;(G) hdchstens ci, - OPT (G) Pfeile zurick, wobei

2 2 1

" <<l 4 -
== T -k

6
gilt.

Beweis: Wir zdhlen zunéchst die Pfeile ab, die im Ergebnis Res sind. Bezeichne dazu mit
n; die Anzahl der Knoten, die nach der Kontraktion der Kreise der Lénge ¢ im Graphen
vorhanden sind, und mit n = ngy; = |V| die Anzahl der Knoten in G.

Wir betrachten die Kontraktion der Kreise der Lange ¢ < k. Seien in diesem Schritt j Kreise
gefunden worden. Dann gilt zunéchst, daft ji Pfeile zum Ergebnis hinzugefiigt worden sind
und dafs sich die Anzahl der Knoten um j(¢ — 1) verringert hat. Zudem laft sich diese Anzahl
auch durch n;y1 — n; beschreiben. Dann gilt:

—— = (nip1 =) .

gi=gi—1)

Im ersten Schritt, der Kontraktion der Kreise der Linge > k, schitzen wir die Anzahl dement-

sprechend mit k 1(n —nyg) ab. Fir ¢ € {2,...,k — 1} benutzen wir im folgenden die Ab-

1
schitzung: ﬁ(niﬂ —n;).
Z pa—

Nun schétzen wird die Gesamtzahl der Pfeile wie folgt ab:

k—1
k )
k_l(n_nk)+zz_1(nz+1_n7’)
=2
k 2 3 k-1
= k_1(n—nk)+1(n3—n2)+§(n4—n3)+ +k_2(nk—nk_1)
) —omg (2B py e (22 kL Lkl
T ooty T g™ k—3 k_z2) 1T g
_ kn kTL—%L+#1i_1— i ko1
k-1 k-1t TP Ai—2 i-1) T2t
_ _kn _9 _i_i ’i—l_ 7
Toro1 M Z\iT2 i)™
=3
k .
kn i—1)(i—1) i(i —2)
= —9 _
F—1 m*;Q%m%n(pmpm”Z
k
kn n
= —2
Fo1 "2+§((i—1>(z’—2>>
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- kk—nl‘2"#?;(@—1?&—2))‘é((z’—l)l(iw))*é(m)/
-0
B kk—nl‘2"#?;((%”11)@1—2))*é((z—l)l(z—m)

- (i) n ()

,— 1
Mit Hilfe der Gleichungen OPT (G) > n (Lemma 3.3.(1)) und OPT (G) > z_—2(nZ — 1) fir
alle 1 € {3,...,k} (Lemma 6.2.) sowie der Bemerkung 6.2. ergibt sich folgende Abschétzung
der Giite:

IN

k—1
1 1
Die Giite konnen wir also durch ¢ := p— + E — abschétzen. Nun wollen wir die Unglei-
— i
i=1

2 71_2

chun en7r—<c < — +
BTG =R =T T k- Dk

zeigen.
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6.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Wir beweisen zuerst die zweite Ungleichung:

i
Ck:— Z_z

72 1 <1
= Tl
1=k
2 1 > 1
< 4=
= % TEo ;i(Zle)
_ 7r2+ 1 1
6 k-1 k
_ 7r2+ 1
6 (k-1Dk
2 00 1

. s . . .
Um zu zeigen, dafs 3 < ¢ gilt, reicht es - > Z 2 zu zeigen.

i=k
1
Definiere dazu f : R* — R,z + —. Offensichtlich ist f monoton fallend. Seien k,n € N mit
T

k < n. Dann gilt:
" 1 1
—d =|—— =——4+——
22_/ 122 e [ x]k_l P

> 1 1
Mit dem Grenziibergang fiir n — oo folgt »_ — < 1 O
i=k -
Es lassen sich also fiir die verschiedene Wahl von k unterschiedliche Approximationsgiiten
erreichen. Diese sind in Tabelle 6.3 beispielhaft dargestellt. Beachte dabei, daf fiir kleine & die
Giiten ohne die Abschétzung aus Theorem 6.1. exakt berechnet werden konnen.

Den theoretischen Werten cy, stehen hier praktisch erreichbare bk’s gegeniiber Es gibt also

Giite by, liefert. Fiir £ = 3 wird so ein Graph spéter im Abschnitt 6.3 prisentiert.
Die Unterschiede zwischen c¢; und b bei grofen k’s machen deutlich, daf die Abschédtzung der
Giite noch besser sein konnte.

k 3 4 5 00
cp | 1,75 | 1,694 | 1,674 | 1,645
by | 1,75 ] 1,666 | 1,625 | 1,5

Tabelle 6.2: Giiten des Approximationsalgorithmus

Wir wollen nun zeigen, daff CONTRACT-CYCLES,, fiir beliebiges &k in polynomieller Zeit imple-
mentiert werden kann.
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6.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Dazu sei k € N und G = (V, E) ein stark zusammenhéngender Graph, sowie |V| = n und
|E| = m. Um einen Kreis mit mindestens der Lénge j zu finden, priifen wir fiir jeden einfachen
Weg (v1,...,v;) der Linge j — 1 in G, ob es einen Weg von v; nach v; gibt. Falls j gerade
ist, gibt es hochstens mJ/2 solcher einfachen Wege, sonst héchstens nmU—1/2. Der Test, ob
es einen Weg gibt, benotigt O(m) Zeit. Also kann der Test fiir die Kreise der Lange j in
O(mi?m) = O(m't1/2) baw. O(nmI=Y2m) = O(nmI+Y/2) erfolgen. Die innere while-

Schleife wird insgesamt hochstens n-mal durchlaufen, die &uflere for-Schleife k-mal. Es ergibt

k .
sich eine Gesamtlaufzeit fiir gerade k von O(n Y. m!'*t/2) = O(nkm(+5/2) = O(nm!+k/2),
i=1

k )
fiir ungerade von O(n . nm+1/2) = O(nknmE+1/2) = O(n2mk+1)/2),
i=1

Also kann CONTRACT-CYCLES;, in polynomieller Zeit implementiert werden.

6.2.2 Ein fast-linearer Approximationsalgorithmus

Wir wollen nun den in Tabelle 6.1. dargestellten Algorithmus CONTRACT-CYCLESy fiir £ = 3
implementieren. Dabei reduziert sich CONTRACT-CYCLES3 auf zwei Teile: In der ersten Phase
werden ,lange” Kreise der Lange > 3 gesucht und kontrahiert, in der zweiten die ,kurzen“ der
Lange zwei.

Es sind vor allem das in 6.2.1 angesprochene Finden von Reprisentanten sowie das effiziente
Suchen der Kreise zu implementieren.

Die erste Phase wollen wir mit Hilfe eines modifizierten DFS-Durchlaufes DFS-CONTRACT ent-
wickeln, die zweite mit Hilfe der spiter vorgestellten Prozedur ADD-2-CYCLES.

Dabei speichern wir in der Variablen S das Ergebnis und erhalten den in Tabelle 6.3 darge-
stellten grundsétzlichen Aufbau.

function CONTRACT-CYCLES3(G = (V, E) : graph)
S =10,
choose root € V;
DFS-CONTRACT(root);
ADD-2-CYCLES();
return (V, 5)

Tabelle 6.3: Pseudocode CONTRACT-CYCLES3

DFS-CONTRACT

Zunéchst wollen wir nun den Tiefensuchdurchlauf dfs so modifizieren, dafs wir alle langen
Kreise finden. Bezeichne dazu im folgenden mit G’ den aktuell bearbeiteten Graphen, d.h.
die Knoten und Pfeile, die schon besucht wurden. Aus G’ und S wird mit G'/S der aktu-
elle kontrahierte Graph bezeichnet, d.h. der abgearbeitete Graph in dem schon lange Kreise
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kontrahiert wurden. Wenn wir einen Pfeil besuchen und er einen langen Kreis in G'/S bildet,
sollen die Pfeile in S iibernommen werden und die Knoten auf dem Kreis zu einem neuen
kontrahiert werden. So konnen wir formal durch die Invariante aus Lemma, 6.3. zusichern, daf
der Graph G'/S nie lange Kreise enthélt.

Fiir einen Knoten w bezeichnen wir mit W seinen Reprisentantenknoten in G’/S. Dieser
wird durch eine union-find-Struktur [23| dargestellt. Die Initialisierung MAKESET(v) ordnet
jedem Knoten sich selbst als Représentanten zu. Falls mit UNION(u,v) zwei Komponenten zu
einer zusammengefafst werden, kann danach mit Hilfe von FIND(v) der (neue) Représentant
gefunden werden. Um uns von der konkreten Implementierung zu 16sen, bezeichnen wir fiir
einen Knoten z € V seinen Repréisentanten in G'/S mit X und die Menge der Knoten mit
diesem Vertreterknoten mit X.

Die Invariante sichert auferdem, daf der Graph G’/S nur aus einem Baum und eventuell
dazugehorigen Riickwéartspfeilen besteht (siehe Abbildung 6.4). Daher gibt es immer einen
eindeutigen Weg von der Wurzel zu jedem Knoten und hdchstens einen von jedem Knoten zur
Waurzel in G'/S. Diese eindeutigen Wege werden durch die Felder from—root bzw. to—root
dargestellt.

Die Knoten, fiir die der DFS-Aufruf noch nicht beendet ist, bilden einen Weg in G'/S, den
aktiven Weg. Er wird mit Hilfe des Feldes to—active dargestellt.

Fassen wir die benétigten Felder noch einmal mit ihren formalen Eigenschaften zusammen,

wobei wir mit nil und current zwei ausgezeichnete Konstanten bezeichnen:

e from—root(W): V(G'/S) - E U {nil}
gibt fiir jeden Baumpfeil (U, W) in G'/S einen Pfeil (u,w) € (U x W) N E zuriick,

sonst nil.

e to—root(U): V(G'/S) - E U {nil}
gibt fiir jeden Riickwirtspfeil (U, W) in G'/S einen Pfeil (u,w) € (U x W) N E zuriick,

sonst nil.

e to—active(U): V(G'/S) = E U {current,nil}

Fiir jeden Knoten v auf dem aktiven Weg gilt: to—active[U] = (u,w) € (U x W) N E,
wobei W Kind von U ist, und die Tiefensuche von w rekursiv durch u aufgerufen wird.

Fiir den aktuellen Knoten u gilt: to—active[U] = current.
Fiir alle anderen Knoten w gilt: to—active]U] = nil.
Die Felder sichern zu, daf wir im folgenden im Graphen G’/S stets Représentanten fiir jeden

Pfeil finden konnen.
Fiir eine anschauliche Bedeutung der Felder sei auf den Abschnitt 6.3 verwiesen.

Wir wollen nun die verschiedenen Félle in einem Tiefensuchdurchlauf bearbeiten. Dabei sei
der aktuelle Knoten.
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Der erste Fall behandelt das Besuchen eines weifen Knotens w. Also ist (u,w) ein Baumpfeil.
Es wird kein Kreis geschlossen, w wird der neue aktuelle Knoten, und der aktive Weg und der
eindeutige Weg von der Wurzel aus werden um den Pfeil (u,w) verldngert.

MAKE-SET(w);
to—active[FIND(u)] := (u, w);
from—root[FIND(w)] := (u,w);

Im zweiten Fall, dem Abarbeiten eines besuchten Knotens w, wird nun ein Kreis gefunden.
Zuerst wollen wir die Kreise der Lénge 1, die Schlingen, ausschliefen, die nur dann vorliegen,
wenn die Knoten v und w denselben Vertreterknoten haben.

if FIND(u) # FIND(w)

Auferdem wollen wir ausschlieffen, daf der Kreis die Lange zwei besitzt. Dies ist genau dann
der Fall, wenn in G'/S W der Vater von U oder W der Sohn von U ist.

(z,y) = from—root[U] sei der eindeutige Pfeil von der Wurzel aus, d.h. X ist der Vater von
Y = U. Falls nun =z und w dieselben Vertreterknoten besitzen, hat der Kreis U = Y — X
= W — U die Lénge zwei. (u,w) ist daher ein Riickwértspfeil, das Feld to—root kann an der
Stelle U zu (z,y) aktualisiert werden.

(x,y) := from—root[FIND(u)];
if FIND(z) = FIND(w)

then to—root[FIND(u)] := (u,w);
end;

Um den anderen Fall abzudecken, betrachten wir (z,y) = to—root[W]. X ist der Vaterknoten
von W in G'/S. Analog wie oben folgt im Fall X = U, da der Weg X =U - Y =W —- U
die Lange zwei besitzt. Da der Vorwértspfeil (u,w) nicht fiir die Felder benétigt wird, findet
keine Aktualisierung statt.

(x,y) := from—root[FIND(w)];
if FIND(z) = FIND(u)

then /* nothing to do */
end;

In allen anderen Féllen wird ein langer Kreis geschlossen. Mit Hilfe der noch zu entwickelnden
Prozedur CONTRACT-CYCLE werden die Knoten auf dem Kreis kontrahiert und die Pfeile zu S
hinzugefiigt.

CONTRACT-CYCLE(w);
S:=8 U {(u,w)};
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Das Feld to—active wird aufserdem vor und nach jedem rekursiven Aufruf aktualisiert. Im Detail
heifit dies, dat beim Aufruf zuerst to—active[U] auf current gesetzt wird. Dies geschieht auch,
wenn ein rekursiver Aufruf von DFS-CONTRACT beendet wird. Falls alle Nachfolger abgearbeitet
sind, wird der aktive Weg durch to—active[U] := nil verkiirzt.

Diese Ideen fithren zum Algorithmus DFS-CONTRACT, der in Tabelle 6.4 dargestellt wird.

procedure DFS-CONTRACT(u : V')
to—active[FIND(u)] := current;
forall w € V with (u,w) € E do
if w is not yet visited
then MAKE-SET(w);
to—active[FIND(u)] := (u, w);
from—root[FIND(w)] := (u,w);
DFS-CONTRACT(w);
to—active[FIND(u)] := current;
else if FIND(u) # FIND(w)
then (z,y) := from—root[FIND(u)];
if FIND(z) = FIND(w)
then to—root[FIND(u)| := (u, w);
else (z,y) := from—root|[FIND(w)];
if FIND(z) # FIND(u)
then CONTRACT-CYCLE(w);
S: =8 U {(u,w)};
end;
end;
end;
end;
end;
to—active[FIND(u)] := nil,

Tabelle 6.4: Pseudocode DFS-CONTRACT

CONTRACT-CYCLE

Nun wollen wir die Prozedur CONTRACT-CYCLE entwickeln, die zu dem besuchten Knoten w
alle Pfeile auf dem Weg nach v aufsammelt und alle Knoten zu einer neuen Komponente in
G'/S verschmilzt.

Der Weg zu u ist dabei eindeutig durch die Felder to—root und to—active bestimmt. Er besteht
aus einem Weg aus Riickwértspfeilen zum néchsten gemeinsamen Vorfahren von « und w und
aus dem aktiven Weg von diesem zum Knoten w. Dabei ist der néichste gemeinsame Vorfahre
der erste Knoten auf diesem Weg, der auf dem aktiven Weg liegt.
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Wir wollen dabei jeweils den aufgesammelten Knoten in die Komponente W aufnehmen.
Deshalb wird mit w immer der aktuelle Knoten bezeichnet.

Wir sammeln solange Pfeile auf, bis der Knoten w in der Komponente des aktuellen Knotens
u liegt.

while to—active[FIND(w)]| # current do

Nun priifen wir, ob der aktuelle Knoten im ersten oder im zweiten Teil des Weges ist, d.h. ob
wir uns schon auf dem aktiven Weg befinden oder nicht.

if to—active[FIND(w)] = nil

Im ersten Fall ist der aktive Weg noch nicht erreicht und der eindeutige Weg durch einen
Riickwartspfeil gegeben, den wir zu S hinzufiigen. Die Riickwértspfeile haben wir in to—root
gespeichert.

Wir werden im Lemma 6.3. formal zeigen, daf so ein Riickwértspfeil immer existiert, d.h. daf
to—root an der Stelle W nicht nil ist. Der Grund dafiir ist, dafs dieser Teil des Graphen vom
Tiefensuchdurchlauf schon vollstéindig besucht wurde. Aus dem starken Zusammenhang des
Originalgraphen folgt, dafs mindestens ein Pfeil von diesem Knoten W wegfiihrt.

(¢,p) := to—root[FIND(w)];
§:=5U{(lep}

Im zweiten Fall ist der Pfeil durch den aktiven Weg selbst gegeben. Wir fragen das Feld
to—active an der Stelle W ab und fiigen den gefundenen Pfeil hinzu. Dieser existiert, weil sich
W auf dem aktiven Weg befindet.

(p, ¢) := to—active[FIND(w)];
§:=5 U {9}

Beachte dabei, daf der Knoten c¢ in beiden Fillen in derselben Komponente liegt wie w. Es
brauchen jetzt nur noch die drei Felder des Knotens p abgefragt zu werden. Die Knoten p und
¢ werden vereinigt und die Daten werden in dem Knoten w aktualisiert. Dabei muf der aktive
Weg dann aktualisiert werden, wenn sich w auf diesem befand. Deshalb nehmen wir hier eine
Aktualisierung der beiden anderen Felder vor.

f = from—root[FIND(p)];
t := to—root[FIND(p)];
UNION(p,c);
from—root[FIND(w)] := f;
to—root[FIND(w)] := t;

Fassen wir die entwickelten Schritte zusammen und beriicksichtigen die Aktualisierung des
aktiven Weges, ergibt sich der in Tabelle 6.5 dargestellte Pseudocode CONTRACT-CYCLE.
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procedure CONTRACT-CYLCE(w : V')
while to—active[FIND(w)]| # current do
if to—active[FIND(w)] = nil
then (c,p) := to—root[FIND(w)];
a := to—active[FIND(p)];
S=5 U {(en)}
else (p,c) := to—active[FIND(w)];
a := to—active[FIND(w)];
§:=5 U {(po)k
end;
f = from—root[FIND(p)];
t := to—root[FIND(p)];
UNION(p,c);
to—active[FIND(w)] := q;
from—root[FIND(w)] := f;
to—root[FIND(w)] := t;
end;

Tabelle 6.5: Pseudocode CONTRACT-CYCLE

Invariantenbeweis

Durch die Herleitung ist klar, daf nur lange Kreise kontrahiert und in das Ergebnis S aufge-
nommen werden.

Es bleibt noch formal zu zeigen, daf der Graph G’/S nie einen langen Kreis enthélt und fiir
die Knoten, die nicht auf dem aktiven Weg liegen, immer Riickwéartspfeile vorhanden sind.

Lemma 6.3. Nach dem FEinfiigen eines Pfeiles zu G' und der mdglichen Kontraktion eines
Kreises durch das Hinzufigen zu S gilt:

(a) Der Graph G'/S besteht aus Baumpfeilen und eventuell zugehorigen Rickwartspfeilen.

(b) Die einzigen Riickwdartspfeile, die moglicherweise nicht vorhanden sind, befinden sich auf
dem aktiven Weg vom Vertreterknoten mit dem Wurzelknoten root zum Vertreterknoten,
der den aktuellen Knoten enthalt.

Beweis: Die Invarianten (a) und (b) sind zu Beginn korrekt, da der Graph G’ noch keinen
Pfeil und nur einen Knoten enthilt. Sie werden also etabliert. Der allgemeine Aufbau der
Tiefensuche sichert zu, dak der Graph G’/S immer einen Baum enthilt.

Die Aufrechterhaltung von (a) und (b) zeigen wir in folgenden Fillen:

(i) Besuch eines Pfeiles (u,w), wobei w noch unbesucht ist: Der Knoten w und der Pfeil
(u,w) werden zu G’ hinzugefiigt. Der Knoten w wird der aktuelle Knoten. In G'/S
wird der Zweig durch den Pfeil (U, W) erweitert. Da kein anderer Pfeil oder Knoten
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hinzugefiigt wird, entsteht kein Kreis. Also ist Teil (a) der Invariante korrekt. Der aktive
Weg enthélt den urspriinglichen aktiven Weg, also trifft auch Teil (b) zu.

(ii) Besuch eines Pfeiles (u,w), wobei w schon besucht ist: Der Pfeil (u,w) wird zu G’ hin-
zugefiigt. Falls U = W oder (U, W) € G'/S, wird kein neuer Kreis erzeugt. Dann bleibt
G'/S unverandert, also sind (a) und (b) korrekt. Sonst wird (u,w) zu G’ hinzugefiigt,
und es entsteht ein Kreis aus folgenden Pfeilen: P = w — lca(u,w) — u — w. Also
wird (U, W) zu G'/S hinzugefiigt. Besitzt der Kreis eine Lange > 3 wird der Kreis kon-
trahiert, und Teil (a) ist korrekt. Der aktive Weg wird hochstens durch die Kontraktion
verkleinert, also ist Teil (b) korrekt.

(iii) Alle Pfeile von u aus sind abgearbeitet: Da kein Pfeil und kein Knoten hinzugefiigt
wird, bleibt Teil (a) erhalten. Sei nun w der neue aktuelle Knoten, d.h. w ist der Vater
von v im DFS-Baum. Falls W = U gilt, bleibt Teil (b) erhalten, da der aktive Weg
unverdndert ist. Sonst sei D die Menge der Nachfolger von w im DFS-Baum. Da G
stark zusammenh#ngend ist, gibt es einen Pfeil (z,y) mit £ € D und y € U\D Da
alle Knoten in D abgearbeitet sind, gilt (z,y) € G'/S. Nach Teil (a) ist z € U und
y € W, sonst bildet X - Y — W — U — X einen langen Kreis in G'/S. Der aktive
Weg wird verkiirzt, aber in dem verkiirzten Teil gibt es einen Riickwartspfeil, ndmlich
(z,y) € (U,W). m

ADD-2-CYCLES

Im folgenden wollen wir die kurzen Kreise zum Ergebnis S hinzufiigen. Dies soll mit Hilfe der
Prozedur ADD-2-CYCLES geschehen.

Nach Lemma 6.3. besteht der Graph G'/S nach der Kontraktion aller langen Kreise aus
einer Baumstruktur und allen zugehdrigen Riickwértspfeilen. Dabei bilden ein Baumpfeil
und der zugehorige Riickwartspfeil einen Kreis der Liange zwei. Nun konnen wir die Felder
to—root und from—root nochmals verwenden. Sie geben fiir jeden Vertreterknoten gerade ein
Paar zusammengehoriger Pfeile an. Beachte dabei, dafs die Felder fiir den Vertreterknoten mit
dem Element root nicht definiert sind. Beachte auch, daf Pfeile eventuell mehrfach eingefiigt
werden, weil wir ja nur fiir alle Vertreterknoten Pfeile einfiigen wollen. Dies &ndert aber nichts
am Ergebnis.

Fassen wir diese Ideen zusammen, so ergibt sich der Algorithmus ADD-2-CYCLES aus Tabelle
6.6.

6.2.3 Theoretische Eigenschaften

Wir wollen nun die theoretischen Eigenschaften des Algorithmus CONTRACT-CYCLES3 zusam-
menfassen.

Lemma 6.4. Seien G = (V, E) ein stark zusammenhdngender Graph, |V| =n und |E| = m.
Dann berechnet CONTRACT-CYCLES3(G) eine Approzimation eines MEG von G mit Gite 1,75
in Zeit O(ma(m,n)), wobei a(m,n) die Inverse der Ackermann-Funktion ist.

65



6.3 BEISPIELE

procedure ADD-2-CYCLES()
forallv e V
if FIND[root| # FIND|v]
then (z,y) := to—root[FIND(v)];
§=8 U {59k
(z,y) := from—root[FIND(v)];
§:=5U{(z9)}
end;
end;

Tabelle 6.6: Pseudocode ADD-2-CYCLES

Beweis: Die Korrektheit wurde schon in der Herleitung gezeigt, die Giite folgt sofort aus
dem Theorem 6.1.. Die Laufzeit ergibt sich aus der Laufzeit eines DFS-Durchlaufes, sowie der
Tatsache, dafs Zugriffe auf eine union-find-Struktur die Laufzeit a(m,n) bendtigen [32]. O

Bemerkung 6.4. Das Ergebnis von CONTRACT-CYCLES;3 ist i.a. keine transitive Reduktion.

6.3 Beispiele

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein erlduterndes Beispiel zum entwickelten Algorithmus
CONTRACT-CYCLES3, ein worst-case Beispiel und ein groferes Beispiel zur Illustration.
Beispieldurchlauf

Wir betrachten den Beispielgraphen in Abbildung 6.2. Die Knoten sind mit kleinen Buchstaben
gekennzeichnet, um spéter die Repréisentanten als grofse Buchstaben kenntlich zu machen.

Abbildung 6.2: Originalgraph G

Wir wollen in einem beispielhaften Durchlauf nun den Algorithmus CONTRACT-CYCLES3 nach-
vollziehen. Im ersten Schritt wird der modifizierte DF'S-Durchlauf DFS-CONTRACT ausgefiihrt.
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Dazu sei a der Startknoten der Tiefensuche und die Abarbeitungsreihenfolge der Pfeile durch
(a7 b)7 (b7 C)7 (C’ d)7 (d7 b)7 (d’ a)7 (b’ 6)7 (e’d)a (aa f)7 (fug)a (97 f)7 (97 h)7 (h’d) festgelegt.
Nach dem Besuch des Pfeiles (d,b) wird der Kreis B — C — D — B gefunden und zu B
kontrahiert.

Die Situation vor der Kontraktion sowie die Inhalte der drei Felder werden in Abbildung 6.3
dargestellt:

/ A B C D

from—root | nil | (a,b) | (b,c) | (c,d)

/ \ to—root | nil | nil | nil | nil
. . to—active | (a,b) | (b,c) | (¢,d) | nil

Abbildung 6.3: Besuch von (d, b)

Die Abbildung 6.4 zeigt die Situation vor dem Besuch des letzten Pfeiles. Aufserdem werden
die Felder to—active, to—root und from—root dargestellt. Wir erkennen die Zuweisung der
Pfeile des kontrahierten Graphen zu einem aus dem Originalgraphen.

Wir wollen nun die Wirkungsweise der Prozedur CONTRACT-CYCLE verdeutlichen. Sei dazu H
der aktuelle Knoten und (h,d) der néchste zu besuchende Pfeil. Es wird ein langer Kreis
geschlossen, denn es gilt: Die Vertreterknoten von h(H) und d(B) sind verschieden, und B
und H stehen nicht in einer Vater-Kind-Beziehung.

Da E nicht auf dem aktiven Weg liegt, werden zuerst (e,d) und danach (d,a) zu S hinzu-
gefiigt. Da der Knoten A auf dem aktiven Weg liegt, werden nun Pfeile vom aktiven Weg
aufgesammelt. Also kommen (a, f), (f,g) und (g, h) hinzu. Die Knoten E, B, A, F,G, H wer-
den zu einer Komponente A zusammengefafst. Aufierdem ist die bauméahnliche Struktur des
reduzierten Graphen in Abbildung 6.4 erkennbar.

@)
V4
/ \® A B E F G H

\ from—root | nil | (a,b) | (bye) | (a,f) | (f,g) (g,h)
i (d,a) | (e,d) i i

nil | (g,\f) nil

@ to—root nil
/ to—active | (a,f) | nil | nil | (f,g) | (g,h) | current

@

Abbildung 6.4: Vor dem Besuch von (h, b)

Der kontrahierte Graph nach dem DFS-Durchlauf ist in Abbildung 6.5 dargestellt.
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A E
from—root | nil | (b,e)
to—root | nil | (e,d)

to—active | nil | nil

Abbildung 6.5: Nach dem Besuch von (h,b)

Es sind noch die verbleibenden Kreise der Lange zwei zum Ergebnis hinzuzufiigen. Die Repré-
sentanten in den Felder to—root und from—root, die Pfeile (b, e) und (e, d), werden eingefiigt.
Man erhélt das Ergebnis in Abbildung 6.6.

Abbildung 6.6: Ergebnis

Worst-case Beispiel

Wir wollen nun ein Beispiel fiir CONTRACT-CYCLES3 angeben, in dem die in Tabelle 6.2 angege-
bene Giite erreicht wird. Die Giite, dort mit c3 = b3 bezeichnet, betragt 1,75, d.h. ein Ergebnis
des entwickelten Algorithmus besitzt 1,75mal so viele Pfeile wie ein MEG.

Fiir dieses allgemeine Beispiel sei n € 4N. Wir betrachten die Abbildung 6.7. Der Graph im
Bild 1 besteht aus n Gruppen mit jeweils 4 Knoten. Im ersten Schritt werden langen Kreise
gesucht, dies konnen z.B. die Kreise im Bild 2 sein. Es werden nicht die lingsten Kreise,
sondern nur Kreise mit mindestens der Linge 3 gefunden. Der restliche kontrahierte Graph
besteht nur noch aus 2-er Kreisen. Diese werden im folgenden Schritt hinzugefiigt. Es ergibt
sich das Ergebnis in Bild 3. Das letzte Bild zeigt einen MEG, der aus einem Hamiltonkreis

7
besteht. Das Resultat enthélt 3% + 2% + 2(% -1) = Zn — 2 Pfeile. Die Giite betréagt also
7T 2 7
1 Mit dem Grenziibergang fiir n — oo ergibt sich die Giite 1= 1,75.
n

Dieses Beispiel ist auch fiir £ € N verallgemeinbar, dies wollen wir hier aber nicht darstellen.
Damit konnen die in Tabelle 6.2 dargestellten by erreicht werden.
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Abbildung 6.7: Worst case zu
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Typisches Beispiel

Nachfolgendes Beispiel zeigt ein typisches Ergebnis des Ansatzes, ohne dabei aber k € N
oder eine konkrete Implementierung anzugeben. Aus Abbildung 6.8 ist nochmals die Idee des
Algorithmus ersichtlich. Die Struktur des Graphen zeigt deutlich die im Laufe des Algorithmus

gefundenen Kreise.

o8 Qxé
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Abbildung 6.8: Typisches Ergebnis des Ansatzes von Khuller
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Kapitel 7

Praktischer Vergleich der Algorithmen

Die Entwicklungen haben gezeigt, daf der approximative Ansatz theoretisch sowohl der
schnellste ist als auch die besten Giiten liefert. Nun wollen wir die in den Kapiteln 4 bis
6 entwickelten Algorithmen praktischen Tests unterziehen.

Dabei konzentrieren wir uns auf die Laufzeit der verschiedenen Ansitze und die Anzahl der
Pfeile, die die Algorithmen als Ergebnis liefern.

Wir konnen in den praktischen Betrachtungen nur von der Anzahl der Pfeile aber nicht von
der Giite sprechen, da eine Berechnung eines MEG bzw. von OPT (G) nicht effizient moglich
und daher auch die Giite nicht praktisch berechenbar ist.

Wir betrachten folgende grundsétzliche Fragen:

e Welches der Verfahren hat die beste Laufzeit?

Welches der Ansétze liefert die wenigsten Pfeile?

Lassen sich die theoretischen Eigenschaften in den praktischen Ergebnissen wiedererken-
nen?

Gelten die wichtigsten Eigenschaften eines Algorithmus unter allen Testbedingungen?

Gibt es einen ,optimalen Algorithmus?

Neben diesen offenen Fragen erwarten wir grundsitzlich die folgenden Eigenschaften:

e Je grofer die Knotenzahl oder die Dichte des eingegebenen Graphen ist, desto langer ist
die Laufzeit.

e Da mit steigender Dichte OPT (G) im Mittel kleiner wird, kann auch die Anzahl der
zuriickgegebenen Pfeile kleiner sein.

Zunichst vereinbaren wir eine Testumgebung und die wichtigsten dazugehorigen Parameter.
In den Abschnitten 1 bis 3 werden Einzelheiten der Implementierungen behandelt, d.h. es
werden die Pseudocodes mit eventuell auftretenden Freiheiten konkret umgesetzt. Aufierdem
vergleichen wir dort jeweils verschiedene Umsetzungen untereinander.
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In Abschnitt 4 werden dann die Ansétze miteinander verglichen.
Im letzten Teil wollen wir die gewéhlten Parameter rechtfertigen, indem wir einzelne Parameter
verdindern und die Auswirkungen beobachten.

Wir wollen nun eine Testumgebung mit verschiedenen Parametern vereinbaren.

Als Programmiersprache wurde C gewahlt, da sie weit verbreitet ist und zu den schnellsten
Sprachen zéhlt. Die C-Programme sowie einige ausgewidhlte relationale Programme sind im
Anhang dargestellt.

Fiir eine sinnvolle graphische Darstellung bleibt, neben der Laufzeit bzw. der Anzahl der Pfeile,
nur noch ein freier Parameter. Die beiden wichtigsten Parameter sind die Anzahl der Knoten
und die Dichte des Graphen. Aufgrund der Ergebnisse werden wir zunéchst die Dichte variabel
lassen. Die Knotenzahl wird im Abschnitt 7.5.1 behandelt.

Da wir uns in der theoretischen Entwicklung auf stark zusammenhingende Graphen be-
schrinkt haben, wollen wir dies auch hier tun. Deshalb wird die Dichte der Graphen im Bereich
von 10%-100% liegen. Fiir geringere Dichten kann diese Eigenschaft nur bei wenigen Graphen
garantiert werden. Allerdings ist diese Grenze abhéngig von der Anzahl der Knoten. Graphen
mit mehr Knoten sind schon bei geringerer Dichte stark zusammenhingend. Dabei ist eine
Dichte von 100% im praktischen Einsatz nicht relevant, da dann sofort ein MEG angegeben
werden kann. Die erhaltenen Werte dienen lediglich der Vervollstandigung der Graphiken.
Wir wollen nun die restlichen Parameter der Testumgebung festlegen. Die eingegebenen Gra-
phen haben 500 Knoten und werden als nachfolgerorientierte, geordnete, lineare Listen dar-
gestellt. Die Testergebnisse sind auf einer SUN Ultra 5/10 Solaris 7 mit 333 MHz Prozessor-
geschwindigkeit und 128 MB Hauptspeicher entstanden. Alle dargestellten Werte sind Durch-
schnittswerte von mindestens 50 Durchldufen pro Algorithmus und Dichte.

In diesem Abschnitt bezeichnen wir Graphen mit geringer Dichte als diinn, die mit hoher
Dichte als dicke Graphen.

7.1 Minimierungsverfahren

Im Kapitel 4 haben wir den Algorithmus TransRed sowie die Verfeinerung TransRed’ ent-
wickelt. Fiir die zweite Version ist noch eine konkrete Implementierung der Vorberechnung
anzugeben. Wir beschrinken uns auf zwei wichtige Vertreter der Baumalgorithmen: den Tie-
fensuch- und Breitensuchbaum. Dabei ergeben sich aus den beiden Baumalgorithmen insge-
samt 4 mogliche Kombinationen fiir die Vorberechnung, da wir auch gemischte Varianten zu-
lassen kénnen. Diese 4 Ansétze bezeichnen wir mit DFS/DFS, DFS/BFS, BFS/DFS und BFS/BFS.
Der Vergleich zwischen diesen 4 Ansitzen ist in Tabelle 7.1 dargestellt, wobei dort schon ei-
ne fiir praktische Zwecke optimierte Version eingesetzt wurde, die wir in diesem Abschnitt
entwickeln wollen.

Ein Vergleich des Algorithmus TransRed zu denen mit Vorberechnung liefert beziiglich der
Zeit deutlich schlechtere Werte und wird daher nicht dargestellt. Dieser Ansatz bendtigt bei
diinnen Graphen etwa das Hundertfache, bei dickeren Graphen bis zum Tausendfachen der
Zeit der Ansétze mit Vorberechnung. Die Vorberechnung erfiillt also auch praktisch ihren
Zweck und verkleinert den eingegebenen Graphen schnell. Da TransRed auch beziiglich der
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Abbildung 7.1: Minimierungsverfahren — Anzahl der Pfeile und Zeit
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Abbildung 7.2: Beispiel BFS/BFS

Anzahl der Pfeile keine Steigerung liefert, werden wir diesen Ansatz nicht mehr verwenden.
Wir wollen nun die 4 Ansédtze mit Vorberechnung vergleichen. Der Abbildung entnimmt man
sofort, daf der einzige Ansatz ohne Tiefensuche BFS/BFS deutlich mehr Pfeile liefert als die
anderen. Dies liegt darin begriindet, daf bei der Breitensuche moglichst kurze Wege von der
Wurzel zu allen Knoten berechnet werden. Je voller der Graph ist, umso mehr Pfeile enthélt
das Ergebnis. Die Vorberechnung liefert einen Graphen mit sehr kurzen Kreisen. Daher erhélt
man mit Hilfe von Lemma 6.1., dafs das Ergebnis eine schlechte Giite besitzt.

Die drei anderen Ansétze liefern beziiglich der Anzahl der Pfeile sehr &hnliche Ergebnisse.
Eine Begriindung ist hier in der fiir diese Aufgabe guten Struktur des Tiefensuchbaumes zu
suchen. Der Tiefensuchbaum liefert moglichst lange Wege von der Wurzel aus, es liegt eine
Tendenz zu langen Kreisen vor.

Um den Unterschied zwischen den beiden Typen zu verdeutlichen, wird ein Beispielgraph auf
das Verfahren BFS/BFS (Abbildung 7.2) und auf DFS/BFS (Abbildung 7.3) angewendet. Die
Bilder zeigen die typischen enthaltenen Baumstrukturen der Breiten- bzw. der Tiefensuche.
Der breiten Struktur eines Breitensuchbaumes steht die tiefe Struktur der Tiefensuche gegen-
iiber. Es sind sowohl die Tendenz zu kurzen Kreisen in 7.2 als auch die zu langen Kreisen in
7.3 ersichtlich.

Bei Versuchen, bei denen Parameter variiert werden, fallt allerdings auf, dafs das Verfahren
DFS/DFS sehr abhingig von der zugrundeliegenden Ordnung ist. Sind alle Zwischenergebnis-
se geordnete Graphen oder testet man das Verfahren in der relationalen Version, so steigt
mit wachsender Dichte auch bei diesem Verfahren die Anzahl der Pfeile an. Dies fiihrt bei
hohen Dichten zu dhnlich schlechten Ergebnissen wie beim Verfahren BFS/BFS. Da aber bei
den beiden Verfahren DFS/BFS und BFS/DFS dieser Effekt nicht auftritt, sind diese DFS/DFS
vorzuziehen. Ein Unterschied zwischen den beiden gemischten Verfahren beziiglich der Anzahl
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Abbildung 7.3: Beispiel DFS/BFS

der Pfeile ist kaum zu erkennen.

Die zeitliche Entwicklung in Abbildung 7.1 unten l&ft erkennen, dafs alle Verfahren eine dhn-
liche Laufzeit benotigen.

Unabhingig von der Vorberechnung ist die Implementierung der Pradikate P bzw. Q, die aber
fiir die verschiedenen Verfahren unterschiedliche Auswirkungen hat. Dabei ist eine Verwendung
des Pridikates P, die Berechnung der reflexiv-transitiven Hiille, aufgrund von lingeren Lauf-
zeiten nicht sinnvoll. Wir setzen daher das Pradikat @ um. Seien dazu ein Pfeil e = (start, end)
und ein Graph G = (V, E) gegeben. Wir fithren einen DFS-Durchlauf vom Knoten start in
(V,E\{e}) aus. Das Pridikat Q ist genau dann erfiillt, wenn der Knoten end im DFS-Baum
von start enthalten ist.

Diese Vorgehensweise liefert zeitliche Ergebnisse, die vor allem von der Grofse des Zwischen-
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ergebnisses abhéngen.

Um so einen Effekt zu vermeiden und die Auswertung insgesamt effizienter zu gestalten, kann
eine notwendige Bedingung zur Reduzierung eines Pfeiles herangezogen werden. Danach ist e
nur dann reduzierbar, wenn es zwei weitere Pfeile gibt, deren Start- bzw. Endpunkt auch start
und end sind. Der Ausgangsgrad von start bzw. der Eingangsgrad von end mufs also grofer als
1 sein. Eine weitere Verbesserung des Tiefensuchdurchlaufes ist es, dafs dieser nicht jedesmal
den gesamten Graphen bearbeiten muf, sondern dann aufhéren kann, wenn der Knoten end
besucht wird. Mit dem vorgeschalteten Grad-Test sowie der kiirzeren Tiefensuche wurden die
Ergebnisse in Tabelle 7.1 erreicht. Diese optimierte Version des Prédikates Q@ wird auch im
Anhang A.2 vorgestellt.

Der zeitliche Vergleich ergibt, daft das Verfahren DFS/DFS mehr Zeit benétigt als die anderen
und BFS/BFS am schnellsten ist.

Zusammenfassend stellen wir fest, daf die Verfahren BFS/BFS und DFS/DFS schlechtere Ergeb-
nisse als die beiden anderen liefern. Daher werden wir im folgenden das Minimierungsverfahren
aufgrund von kleinen Vorteilen bei der Zeit und der Anzahl der Pfeile immer mit der Vorbe-
rechnung DFS/BFS sowie den oben angefiihrten Optimierungen verwenden.

Die jeweiligen imperativen bzw. relationalen Umsetzungen sind im Anhang A.2. bzw. B.2
enthalten. Die Implementierungen sind beide sehr einfach. Das Ziel dieses Ansatzes, einen
einfachen Algorithmus zu entwickeln, kann hier deutlich an der Kiirze des Codes abgelesen
werden.

Die in der Einleitung angesprochenen Erwartungen werden nur teilweise erfiillt. So ist in der
Abbildung 7.1 die Abhéngigkeit zwischen der Dichte und der Laufzeit zu erkennen. Allerdings
kann bei dem Verfahren BFS/BFS, und eingeschriankt auch bei DFS/DFS, aus steigender Dichte
keine geringere Pfeilanzahl gefolgert werden.

Auffallend ist, daf eine gemischte Vorberechnung die besten Ergebnisse liefert. Dabei sind
Anwendungen der Tiefen- oder Breitensuche in der Graphentheorie sehr verbreitet, Verfahren,
die beides verwenden, aber sehr selten.

7.2 Algorithmus von Simon

Auch der Algorithmus von Simon wurde in C implementiert.

Wir wollen mit Hilfe der Abbildung 7.4 das Verfahren von Simon mit dem Minimierungsverfah-
ren vergleichen. Es ist zu erkennen, daf die beiden Verfahren beziiglich der zuriickgegebenen
Pfeile dieselben Werte liefern. Allerdings ist der Zeitaufwand beim Ansatz von Simon deutlich
grofier. Bei diinnen Graphen betrigt er ungefdhr das Doppelte, bei dicken sogar das Sechsfache
des Minimierungsalgorithmus.

Der Grund hierfiir ist nicht darin zu suchen, daf man durch den korrigierten Ansatz eine
quadratische Laufzeit erhélt, sondern darin, daf der Code lang ist und daf alle Pfeile einzeln
nacheinander betrachtet werden. Auferdem sind sehr viele Ergebnisse zwischenzuspeichern.
Eine Implementierung des Originalalgorithmus liefert zwar keine transitiven Reduktionen,
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Abbildung 7.4: Simon vs. DFS/BFS — Anzahl der Pfeile und Zeit

zeigt aber auch, daf die Laufzeit in keinem Fall durch den neu hinzugefiigten Teil verschlechtert
wird. Der urspriingliche Ansatz ist noch langsamer als der korrigierte.

Eine Verbesserungsmoglichkeit des Verfahrens ist wie beim Minimierungsverfahren die Ein-
fiihrung einer Vorberechnung. Dadurch ergeben sich bessere Laufzeiten, diese reichen aber
trotzdem nicht an das Verfahren DFS/BFS heran, so daf auf einen Einsatz des Verfahrens von
Simon verzichtet werden kann.

Ahnlich den Erliuterungen zum Verfahren DFS/BFS ergeben sich auch bei Simon die erwarteten
Abhéngigkeiten zwischen der Dichte und der Zeit bzw. der Anzahl der Pfeile.
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7.3 APPROXIMATIVER ALGORITHMUS VON KHULLER ET AL.

7.3 Approximativer Algorithmus von Khuller et al.

In diesem Abschnitt wollen wir den in Kapitel 6 entwickelten Algorithmus CONTRACT-CYCLES
speziell fiir den fast-linearen Fall £ = 3 praktisch umsetzen.

Eine Implementierung ist im Anhang A.4. und B.2. dargestellt. Wir wollen im folgenden einige
Variationen vorstellen, um Schwichen des Verfahrens zu vermeiden.

Original

Eine direkte Umsetzung des Pseudocodes, wir nennen sie im folgenden Contract, ergibt eine
i.a. schlechte Approximation eines MEG.

Die Anzahl der Pfeile betrdgt ungefdhr das 1,5fache der Knotenzahl, dies zeigt die Abbildung
7.5.

Zur Begriindung dieser Tatsache, sei G = (V,V x V) der volle Graph. Da der eingegebene
Graph geordnet ist, ist die Abarbeitungsreihenfolge der Pfeile (ohne die Schlingen) wie folgt
gegeben: (1,2),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2),(3,4),(4,1),.... Aufgrund der vorgegebenen Ordnung
werden zuerst die Pfeile zu besuchten, dann die zu unbesuchten Knoten abgearbeitet. Nach
dem Besuch des Pfeiles (3,1) wird ein Kreis geschlossen, ebenso nach (5,1), (7,1) usw.. Dies
ergibt, dafs die Kreise, die geschlossen werden, immer nur die Linge 3 besitzen, der letzte
geschlossene eventuell auch nur die Lénge 2. Durch Abzéhlen bei |V| Knoten erhalten wir

3|V
2

zu kleinen Kreisen erhalten bleibt.

ungefdhr Pfeile. Diese Argumentation gilt auch fiir nicht volle Graphen, da die Tendenz

Zu bemerken ist auflerdem, daf die Pfeilanzahl bei steigender Dichte wéchst, also auch die
Giite schlechter wird.

Ordnungen

Aus den Schwichen des vorherigen Verfahrens Contract wollen wir einen Algorithmus ent-
wickeln, der bessere Approximationen liefert, wobei wir in Kauf nehmen miissen, dafs dadurch
die Laufzeit wichst.

Ideengeber dieses Ansatzes ist zum einem die Argumentation zur schlechten Approximation
von Contract und zum anderen die in B.3 dargestellte relationale Implementierung des Ver-
fahrens, in dem keine rekursive Tiefensuchversion, sondern eine entrekursivierte Version als
Basis dient. Wir wollen die Nachfolger eines Knotens nicht in einer vorgegebenen Ordnung
abarbeiten, sondern zuerst die weiffen und dann die restlichen besuchen.

Wir nennen diesen Ansatz Contract_white, seine Implementierung ist in A.4 und relational
in B.3 dargestellt. Es handelt sich dabei um eine direkte Umsetzung der dargestellten Idee,
die im Pseudocode auch in Tabelle 7.1 zu sehen ist. An dieser Stelle muft nur die Proze-
dur DFS-CONTRACT geéndert werden. Dabei ist klar, daf alle Knoten und Pfeile abgearbeitet
werden, die forall-Schleife also aufgeteilt wird. Die Korrektheit bleibt dadurch erhalten.

Aus der Abbildung 7.5 ist zu erkennen, daf die Approximation, die der Algorithmus Con-
tract_white liefert, deutlich besser ist als die der Originalumsetzung.
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procedure DFS-CONTRACT-WHITE(u : V)
to—active[FIND(u)] := current;
forall w € V with (u,w) € E do
if w is not yet visited
then MAKE-SET(w);
to—active[FIND(u)] := (u,w);
from—root[FIND(w)] := (u, w);
DFS-CONTRACT(w);
to—active[FIND(u)] := current;
end;
end;
forall w € V with (u,w) € E do
if (v, w) is not yet visited
then if FIND(u) # FIND(w)
then (z,y) := from—root[FIND(u)];
if FIND(z) = FIND(w)
then to—root[FIND(u)| := (u, w);
else (z,y) := from—root[FIND(w)];
if FIND(z) # FIND(u)
then CONTRACT-CYCLE(w);
S: =8 U {(u,w)};
end;
end;
end;
end;
end;
to—active[FIND(u)] := nil;

Tabelle 7.1: Pseudocode DFS-CONTRACT-WHITE

Iteratives Ausfiihren

Eine weitere Verbesserungsmoglichkeit besteht darin, den Algorithmus Contract iterativ aus-
zufithren, d.h. Contract wieder auf die Ausgabe des vorherigen Durchlaufes anzuwenden. Wir
nennen diesen Ansatz im folgenden Contract_iter. Dabei stellt sich die Frage, wie oft er
hintereinander ausgefiihrt werden soll. Die erste Mdglichkeit besteht darin, den Algorithmus
solange anzuwenden, bis sich das Ergebnis nicht mehr verdndert. Die zweite Moglichkeit ist es,
die Anzahl der Ausfithrungen vorher zu bestimmen, also konstant zu halten. Dabei wird bei
der ersten Variante die theoretische Laufzeit verdndert. Dort konnen bis zu O(|V|) Durchlaufe
auftreten.

Da die praktischen Tests gezeigt haben, daf es hochstens 4 solcher Durchlaufe gibt, fallen die
beiden Ansétze in der Praxis zusammen. Um die Approximationsgiite zu verbessern, miissen
noch die Schwéchen des Originalansatzes ausgerdumt werden. Wenden wir auf das Ergebnis er-
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function CONTRACT-ITER(G : graph)
1 :=G;
bool := true;
repeat
H:=1
if bool
then I := CONTRACT — CYCLE;—ORDNUNG(I, <);
else I := CONTRACT — CYCLE;—ORDNUNG([, >);

end;

bool := —bool,
until H = I;
return [

Tabelle 7.2: Pseudocode CONTRACT-ITER

neut den Algorithmus an, so werden dieselben Pfeile nach der vorgegebenen Ordnung in dersel-
ben Reihenfolge besucht. Die Tendenz, dieselben Kreise zu schliefen, ist dabei sehr hoch. Daher
fligen wir dem Algorithmus eine zugrundeliegende Ordnung zu, die wir nach jedem Durchlauf
andern. Aus diesen Ideen erhélt man den Algorithmus CONTRACT-ITER, dargestellt als Pseudo-
code in Tabelle 7.2. Dabei setzen wir eine Version des Algorithmus CONTRACT-CYCLE3-0ORDNUNG
voraus, der die Nachfolger geméf einer gegebenen Ordnung besucht.

Auch dieser Ansatz verbessert die Anzahl der zuriickgegebenen Pfeile gegeniiber dem Origi-
nalalgorithmus, benotigt allerdings eine langere Laufzeit.

Vergleich der Khuller-Ansitze

Dieser Abschnitt dient dazu, die drei erarbeiteten Ansétze zu vergleichen. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 7.5 zusammengefafst.

Im oberen Bild sind die schon erwéhnten Eigenschaften beziiglich der Anzahl der Pfeile ab-
gebildet. Der Ansatz Contract gibt ungefihr das 1,5fache der Knotenzahl zuriick, die beiden
anderen Ansétze ergeben deutlich bessere Werte. Bei diesen ist auch die erwartete Abhéngig-
keit zwischen steigender Dichte und geringerer Pfeilanzahl zu erkennen.

Der Unterschied zwischen den modifizierten Verfahren beziiglich der Anzahl der Pfeile ist
gering, bei Graphen mit hohen Dichten ist der Unterschied mit einem Pfeil am groften. Der
Algorithmus Contract_iter gibt in einem vollen Graphen einen Pfeil zuviel zuriick. Dies
ergibt sich bei gerader Knotenanzahl, bei ungerader Knotenzahl erhdlt man die optimale
Anzahl.

Die Begriindung dafiir ist in der Argumentation zu Contract zu suchen, da bei ungerader
Anzahl der letzte geschlossene Kreis die Lénge 3 besitzt. Da aber hohe Dichten in der Praxis
eher selten vorkommen und der Unterschied von einem Pfeil nicht grof ist, wollen wir diesen
Effekt hier vernachldssigen und gehen also von etwa gleichen Pfeilanzahlen bei den beiden
modifizierten Verfahren aus.

Bei den Laufzeiten ist zu erkennen, dafs der Ansatz Contract am schnellsten ist. Dies ist nach
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Abbildung 7.5: Contract vs. Contract_iter vs. Contract_white — Anzahl der Pfeile und
Zeit
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der Entwicklung der beiden modifizierten Ansétze klar, da sich dort ein erhdhter Aufwand
ergibt. Beim Ansatz Contract_white ist dies durch die Unterscheidung von besuchten und
unbesuchten Pfeilen klar, bei Contract_iter durch die mehrmalige Anwendung.

Dabei ist durch diese Argumentation auch der Verlauf der beiden modifizierten Ansétze klar.
Der Ansatz Contract_white ist abhéngig von der Dichte, denn bei ihm miissen alle Pfeile zwei-
mal durchlaufen werden. Dagegen benétigt Contract_iter nur jeweils weitere Durchliufe auf
Graphen mit weniger als 750 Pfeilen. Nur der erste Durchlauf ist abhéngig von der Dichte.
Dies driickt sich schon im Verlauf von Contract aus. Man erhélt also einen von der Dich-
te unabhéngigen konstanten Zeitunterschied zwischen der einmaligen und der mehrmaligen
Anwendung von Contract.

Daher ergeben sich fiir diinne Graphen bessere Laufzeiten fiir Contract_white, bei dickeren fiir
Contract_iter. Unabhéngig davon ist bei steigender Dichte bei allen Verfahren eine langere
Laufzeit zu beobachten.

Zusammenfassend stellen wir fest, daf sich die deutlich geringere Anzahl der Pfeile in dem
hoheren Zeitaufwand der modifizierten Verfahren niederschldgt. Bei diinnen Graphen ist also
Contract_white, bei dicken Graphen das Verfahren Contract_iter zu empfehlen. Ist man
an einer moglichst schnellen, aber nicht unbedingt an einer guten Approximation interessiert,
so bietet sich die Verwendung des Verfahrens Contract an.

7.4 Vergleich der Ansatze

Wir wollen nun die verschiedenen Ansitze samt ihrer Variationen vergleichen. Dabei beriick-
sichtigen wir den Ansatz von Simon nicht, da der Ansatz DFS/BFS bei gleicher Anzahl der
Pfeile zeitlich deutlich besser ist.

Da die Ansétze aus Abschnitt 7.3 nur Approximationen berechnen, i.a. aber keine transitiven
Reduktionen, ist die Anzahl der zuriickgegebenen Pfeile grofer als die von DFS/BFS. Um die
Ansitze vergleichbar zu machen, wollen wir die approximativen Ansétze um eine Nachmini-
mierung erweitern. Dazu ersetzen wir die Vorberechnung des Minimierungsansatzes durch die
jeweiligen Ansdtze. Am Beispiel wird dies in Tabelle 7.3 dargestellt. Ein Vorteil dieser An-
séitze ist es, daf dabei die theoretische Schranke aus Theorem 6.1. gilt. Wir nennen diese im
folgenden TransRed_Contract, TransRed_Contract_iter und TransRed_Contract_white.
Ein Vergleich der Algorithmen fiir transitive Reduktionen ist aus Abbildung 7.6 ersichtlich.
Bei allen vier Verfahren ist im oberen Bild zu erkennen, daf die Anzahl der zuriickgegebenen
Pfeile sehr &hnlich ist. Die Unterschiede beschrinken sich auf hochstens einen Pfeil und lassen
sich wie im letzten Abschnitt begriinden.

function TransRed-CONTRACT-CYCLE;-WHITE(G : graph)
H := CONTRACT — CYCLE3—WHITE(G);
I := TransRed'(H);
return [

Tabelle 7.3: Pseudocode TransRed-CONTRACT-CYCLE3;-WHITE
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Anzahl der Pfeile
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Abbildung 7.6: DFS/BFS vs. TransRed_Contract vs. TransRed_Contract_iter vs.

TransRed_Contract_white — Anzahl der Pfeile und Zeit
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Die Giite ist zwar nicht berechenbar, aber an der absoluten Anzahl der Pfeile ist zu erkennen,
dakt der Algorithmus eine sehr gute praktische N&herung liefert. Es kann vermutet werden,
dafl die meisten Graphen bis auf ein oder zwei Pfeile an das Optimum heranreichen.

Ein Vergleich der Zeiten im unteren Bild zeigt, daf das Verfahren DFS/BFS deutlich gegen-
iiber den anderen abfillt. Die beiden modifizierten Verfahren TransRed_Contract_iter und
TransRed_Contract_white sind am schnellsten. Es ergeben sich bei verschiedenen Dichten
dieselben Unterschiede, die bei den Algorithmen Contract_iter und Contract_white beob-
achten werden. Der Ansatz TransRed_Contract fillt zeitmafig gegen diese Verfahren ab, da
sich dort nach der Vorberechnung mehr Pfeile im Zwischenergebnis befinden.

Bei der nachgeschalteten Minimierung wird die in Abschnitt 7.1 entwickelte optimierte Versi-
on TransRed’ eingesetzt. Dabei ist zu beachten, daf bei Graphen, die nur wenige Pfeile mehr
als Knoten enthalten, fast alle Knoten den Ein- und Ausgangsgrad 1 besitzen. Daher miissen
nur sehr wenige aufwendige DFS-Durchldufe durchgefiihrt werden. Diese Argumentation trifft
auch auf DFS/BFS zu. So sind nach der Vorberechnung bis zu doppelt soviele Pfeile wie Knoten
im Zwischenergebnis enthalten. Auferdem benétigt die Berechnung zweier Bdume schon mehr
Zeit als ein, wenn auch modifizierter, Tiefensuchdurchlauf, der dem Ansatz von Khuller ent-
spricht. Auferdem muf bei dem langsamsten Verfahren zweimal eine Transpositionsoperation
angewendet werden, die sehr zeitaufwendig ist.

Ein Vergleich zeigt, daf der Ansatz von Simon bei diinnen Graphen das Fiinfzehnfache, bei
dicken Graphen das bis zu Vierzigfache der Zeit des besten Ansatzes benotigt und deshalb
nicht akzeptabel ist.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daff zur Berechnung von transitiven Reduktionen die
beiden Verfahren TransRed_Contract_white und TransRed_Contract_iter zu empfehlen
sind. Werden solche Verfahren in der Praxis eingesetzt, ist es Geschmackssache, ob iiberhaupt
transitive Reduktionen oder nur Approximationen berechnet werden. Der zeitliche hohere
Aufwand der Nachminimierung schligt sich bei den beiden schnellsten Verfahren TransRed_-
Contract_iter und TransRed_Contract_white im Schnitt nur durch die weitere Reduzierung
eines Pfeiles nieder. Die approximativen Verfahren Contract_white und Contract_iter sind
daher genauso zu empfehlen.

7.5 Testparameter

In diesem Abschnitt wollen wir nun die in der Einleitung zu diesem Kapitel festgelegten
Parameter verdndern und die Auswirkungen auf die Testergebnisse darstellen.

Dabei ist es nicht mdglich, alle Kombinationen zu betrachten. Daher werden wir jeweils einen
Parameter verdndern und die anderen konstant halten. Die Argumentation in diesem Ab-
schnitt wird den Einsatz der speziell gewéhlten Testumgebung rechtfertigen. Wir konnen die
Ergebnisse aus den Abschnitten 7.1 bis 7.3 also auch auf andere Umgebungen erweitern.
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7.5.1 Knotenzahl

Zuerst wollen wir uns mit der Knotenzahl beschaftigen. Diese hatten wir auf 500 festgesetzt.
Wir betrachten dazu die Abbildungen 7.7-7.10, in denen grundséitzliche Ergebnisse auf Gra-
phen mit 100 und 1000 Knoten dargestellt sind.

Es wird sich zeigen, daf sich sowohl die Anzahl der Pfeile als auch die Zeiten entsprechen.
Bevor wir dies im einzelnen erliutern, wollen wir bemerken, daf eine 100%ige Ubereinstim-
mung aus folgendem Grund nicht zu erwarten ist: Graphen mit groferer Knotenzahl sind in
der Regel schon bei geringer Dichte stark zusammenhéngend, so daf ein direkter Vergleich der
Dichten untereinander, gerade bei geringen Dichten, nicht mdglich ist. Die exakte Uberein-
stimmung ist aber auch notwendig. Wichtig ist, daf die Verfahren relativ zueinander gleiche
Ergebnisse liefern.

Die Abbildungen 7.7 und 7.8 zeigen die Testergebnisse des Minimierungsverfahrens, in denen
die vier verschiedenen Vorberechnungen gegeniibergestellt werden.

Die erste Abbildung stellt die Anzahl der zuriickgegebenen Pfeile dar, oben fiir Graphen
mit 100 Knoten, unten fiir solche mit 1000 Knoten. Ein Unterschied der Kurvenverldufe ist
kaum zu erkennen. Eine prozentuale Skalierung wiirde hier kleine Unterschiede zeigen. So ist
beim Verfahren BFS/BFS zu erkennen, dafs bei 10%iger Fiillung das 1,9fache bzw. das 1,5fache
der Knotenzahl zuriickgegeben werden. Der Unterschied ist aber durch das obige Argument
erklarbar.

Die Abbildung 7.8 zeigt die zu 7.7 entsprechenden Zeitverlaufe des Minimierungsverfahrens.
Auch hier zeigt sich, daf die Verldufe der Kurven sehr &hnlich sind. Die Unterschiede bei
geringen Dichten lassen sich mit demselben Argument wie oben erkléren.

Die Abbildungen 7.9 und 7.10 zeigen das Verhalten bei verschiedenen Knotenzahlen der drei
grundsétzlichen Verfahren: dem Minimierungsverfahren, dem Ansatz von Simon und der ersten
Variante des Verfahrens von Khuller.

Sowohl die Anzahl der Pfeile in Abbildung 7.9 als auch die Zeitverldufe in 7.10 zeigen, daf
diese Verfahren jeweils unabhéngig von der Anzahl der Knoten sind. Aufier Unterschieden bei
geringen Dichten (s.0.) sind der kurvige Verlauf bei Khuller (100 Knoten) zu erkennen und
im Zeitdiagramm beim Verfahren von Simon der lineare bzw. nichtlineare Verlauf. Der erste
Unterschied erscheint zwar grofs, zeigt aber nur die Abweichung um einen Pfeil und 14kt sich
durch die Argumentation in Abschnitt 7.3 erkldren. Der zweite Unterschied ist ein Effekt,
der im Abschnitt Hardware zum Tragen kommt. Die Speicherung vieler Zwischenergebnisse
erfordert viel Hauptspeicher. Die Auswirkungen werden hier bei Graphen mit 1000 Knoten und
hoher Dichte sichtbar. Ein voller Graph mit 1000 Knoten bendtigt bereits etwa 8 MB Speicher.
Da das Verfahren Simon aufgrund vieler Zwischenergebnisse viel Speicherplatz bendtigt, steigt
die Ausfiihrungszeit erheblich.

Die Abbildungen sind nur beispielhaft ausgewahlt. Auch alle anderen schon dargestellten Gra-
phiken lassen sich auf andere Knotenzahlen iibertragen. Wir konnen also unabhéngig von der
Knotenzahl argumentieren.

Allerdings kann dies nur dann gelten, wenn die Speichergrofe und die Grofe des Graphen in
einem zueinander sinnvollen Rahmen bleibt. So ergibt sich, wie schon in der Einleitung
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erwartet, dafl bei groferer Knotenzahl auch die Bearbeitungszeit wichst. Bei Knotenzahlen
bis 500 ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen der Dichte des Graphen und der
Laufzeit. Dies kann bei grofseren Graphen nicht mehr erwartet werden, da die zu speichernden
Zwischenergebnisse nicht alle gleichzeitig in den Hauptspeicher passen. Dieser Effekt konnte
schon in Abbildung 7.10 beim Verfahren von Simon beobachtet werden.

Bei Dichten unter 20% und der vorgegebenen Hauptspeichergrofe von 128 MB ergeben sich so
bei den verschiedenen Verfahren unterschiedliche Schwellen der Knotenzahlen, die den linea-
ren Zusammenhang zerstéren. Von diesen Knotenzahlen ab steigen die Laufzeiten erheblich
schneller an. Bei dem speicherintensivsten Verfahren (Simon) sind dies rund 3000 Knoten,
beim Minimierungsverfahren ungefdhr 5000, beim Ansatz von Khuller bis zu 10000 Knoten.
Bei geringeren Dichten von unter 1% sind beim letzten Ansatz sogar Graphen mit 20000
Knoten in rund 10 Sekunden abarbeitbar.

7.5.2 Zufallsgraphen

Wir haben in unserer Testumgebung eine geordnete Darstellung der eingegebenen Zufallsgra-
phen angenommen. Dies ist auch fiir Testzwecke sinnvoll, da dann ein Graph nur eine Darstel-
lung besitzt. Wir lassen nun auch ungeordnete Graphen zu und betrachten die Auswirkungen
auf die Testergebnisse.

Es sind keine Verdnderungen in der Laufzeit der einzelnen Algorithmen zu erkennen. Allerdings
ergibt sich beim ersten Ansatz von Khuller eine Anderung der Pfeilanzahl. Das in Abschnitt
7.3 beobachtete Verhéltnis von 1,5:1 der Pfeile zu der Anzahl der Knoten, das wir auf das
Schliefsen von kurzen Kreisen zuriickgefiithrt hatten, tritt nun nicht so stark auf. Wir erhalten
also weder eine hohe Wahrscheinlichkeit dafiir, einen schwarzen Knoten noch einen weifien
Knoten zu besuchen. Die Auswahl ist zuféllig. Das Verhéltnis verringert sich dadurch auf
durchschnittlich 1,3:1, ist aber damit noch deutlich schlechter als die beiden modifizierten
Verfahren. Durch die geringere Pfeilanzahl benotigt eine eventuelle Nachminimierung weniger
Zeit, aber die grundsétzlichen Ergebnisse des Abschnittes 7.4 bleiben erhalten.

7.5.3 Graphenimplementierung

Graphen werden in der Praxis intern meist als verkettete Listen oder als boolesche Matrizen
dargestellt. Wir hatten uns fiir die Testumgebung fiir die nachfolgerorientierten Listen als
Darstellung entschieden.

Wir wollen hier nicht grundsétzlich einen Vergleich dieser beiden Ansitze vornehmen, aber
kurz die fiir die folgende Argumentation wichtigsten Eigenschaften zusammenstellen.

Fiir die Speicherung von diinnen Graphen eignet sich eher die Listenimplementierung, bei
dicken Graphen ist die Matrix-Variante speichersparender. Die Tiefensuche, ein in allen ent-
wickelten Algorithmen verwendetes Verfahren, bendtigt das Besuchen aller Nachfolger. Hierfiir
ist die (nachfolgerorientierte) Liste geradezu pradestiniert.

Allgemein sind die Zwischenergebnisse, die als Graphen gespeichert werden, schon klein, was
die Liste als allgemeine Implementierung bevorzugt. Wiirden wir das Problem maximieren,
also die transitive Hiille berechnen wollen, so hétte die Matrix-Implementierung Vorteile.
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Abbildung 7.11: DFS/BFS vs. Simon vs. Contract — Matrix und Liste
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Wir betrachten hier nur den Zeitaspekt, ein Unterschied in der Anzahl der Pfeile ist nicht
vorhanden.

Dazu betrachten wir die Abbildung 7.11, in der die drei grundsétzlichen Verfahren jeweils in
der Matrix- und in der Listen-Variante verglichen werden.

Allgemein ist zu erkennen, daf die Matrix-Variante bei grofer Dichte Vorteile besitzt. Bei
Simon tritt dieser Effekt schon bei 40% ein, da das Verfahren sehr speicherintensiv ist. Bei
den beiden anderen ist dies erst bei rund 90% der Fall.

Der zeitliche Verlauf des Verfahrens DFS/BFS ist dabei sehr auffillig, da dort bei steigen-
der Dichte geringere Laufzeiten zu beobachten sind. Die Begriindung ist in der sinkenden
Pfeilanzahl des Ergebnisses und in der langen Laufzeit der fiir die Matriximplementierung
ungiinstigen Tiefensuche zu suchen.

Nach diesen Betrachtungen ist klar, daft bei bekannter Dichte fiir jedes Verfahren die schnel-
lere Graphimplementierung gewahlt werden kann. Betrachten wir fiir jedes Verfahren jeweils
das Minimum beider Implementierungen, so ergibt sich das grundsétzliche Verhiltnis der Ver-
fahren untereinander.

Diese Ergebnisse rechtfertigen den Einsatz der Listen-Implementierungen fiir den grundsétz-
lichen Vergleich, zeigen aber auch, dafs bei bekannter Dichte noch zeitliche Verbesserungen
moglich sind.

7.5.4 Hardware

Die entwickelten Verfahren wurden auch unter anderen Betriebssystemen (Windows, Linux),
Speichergrofien und Prozessorleistungen getestet.

Dabei sind Unterschiede in der Anzahl der zuriickgegebenen Pfeile natiirlich nicht zu erkennen.
Andererseits ergeben sich andere absolute Laufzeiten der Verfahren. So sind bei steigender
Prozessorleistung bzw. Speichergréfse schnellere Zeiten erzielt worden. Die Verwendung unter-
schiedlicher Betriebssysteme hatte dagegen kaum Auswirkungen auf die Ergebnisse.

Relativ gesehen sind die Testergebnisse nahezu identisch mit den bisher dargestellten. Die
angesprochenen Abh#ngigkeiten bei der Speichergrofe fiihren zu anderen Verhéltnissen bei
grofer Knotenzahl und sind die auffélligsten Verdnderungen.

7.5.5 Standardabweichung

Alle bisher dargestellten Abbildungen basierten auf einer Vielzahl von Durchldufen und sind
das arithmetische Mittel. Es stellt sich die Frage, ob sowohl die Anzahl der Pfeile als auch die
Laufzeit Mittelwerte von stark schwankenden oder von fast gleichen Werten sind. Mit Hilfe
der Abbildungen 7.12 und 7.13 zeigen wir, daf die Abweichung vom Mittel gering ist.

Die Abbildungen zeigen die Anzahl der zuriickgegebenen Pfeile von 50 Durchliufen jeweils bei
den Dichten 10%, 30%, 50% und 70% fiir das Verfahren DFS/BFS in 7.12 und fiir TransRed_-
Contract_white in 7.13.

Es ist zu erkennen, dafs bei steigender Dichte die Schwankungen um den Mittelwert geringer
werden. Allerdings sind keine Ausreifser erkennbar. Die etwas breitere Streuung bei diinnen
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Abbildung 7.12: Standardabweichung DFS/BFS — Anzahl der Pfeile
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Abbildung 7.13: Standardabweichung TransRed_Contract_white — Anzahl der Pfeile

Graphen ist kein Zeichen von Ausreifern, sondern nur auf die unterschiedliche optimale Anzahl
OPT (GQ) zuriickzufiihren.

Wie bei den Pfeilanzahlen ergibt sich auch beim Vergleich der Laufzeiten eine geringe Abwei-
chung vom Mittelwert. Diese ist aufserdem noch unabhéngig von der Dichte.
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Kapitel 8
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Algorithmen aus dem Themenbereich der minimalen Aquivalenz-
graphen und der transitiven Reduktionen sowohl theoretisch entwickelt als auch praktisch

umgesetzt und miteinander verglichen.

In den theoretischen Entwicklungen wurden drei unterschiedliche Ansétze fiir stark zusam-
menhéngende Graphen gezeigt.

Der erste Ansatz, das Minimierungsverfahren, basierte auf einem generischen Programm fiir
inklusionsminimale Probleme und berechnete eine transitive Reduktion in quadratischer Lauf-
zeit.

Der zweite, der aus einer Arbeit von Simon stammt, wurde aufgrund eines Fehlers, der bei der
Untersuchung entdeckt wurde, in einer korrigierten Fassung vorgestellt. Auch dieser Algorith-
mus bendétigte quadratische Laufzeit zur Berechnung einer transitiven Reduktion.

Eine Arbeit von Khuller et. al. bildete die Grundlage des letzten Ansatzes zur Entwicklung
2

iy
eines approximativen Algorithmus, der Giiten bis zu — erreicht und in polynomieller Zeit
implementierbar ist. Der dargestellte Spezialfall fiir kK = 3 ist fast-linear mit einer Giite von
1,75.

Die Untersuchung der Arbeit von Simon zeigte, daf die Entwicklung theoretisch schneller
Algorithmen auch Nachteile mit sich bringt. Da solche Ansétze meist sehr komplex sind,
bergen sie oft die Gefahr, fehlerhaft zu sein, weil sie schwer nachvollziehbar bzw. nicht formal

in einem Kalkiil entwickelbar sind.

Es wird aber auch in Zukunft ein Ziel der theoretischen Informatik bleiben, ein lineares Ver-
fahren zur Berechnung transitiver Reduktionen in stark zusammenhingenden Graphen zu
entwickeln. Weiterhin ist sie an approximativen Algorithmen interessiert, die die Giiten ver-

bessern.

Aus den praktischen Betrachtungen wurde deutlich, daf sich nicht alle theoretischen Eigen-
schaften direkt in die Praxis {ibertragen lassen. Dies lafst sich hauptsichlich dadurch begriin-

den, daf sich die theoretischen Laufzeit- und Giiteabschdtzungen immer auf den schlechtesten
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KAPITEL 8 ZUSAMMENFASSUNG

Fall beziehen und daher kaum eine Aussagekraft fiir den praktischen Einsatz haben. Daher
ist es wiinschenswert und notwendig, dafs die Anzahl der theoretischen Arbeiten zunimmt, in

denen sich praktische Vergleiche mit anderen Ansétzen finden.

So zeigte der praktische Vergleich, daf das Verfahren von Simon, ob in korrigierter oder in
falscher Originalversion, wesentlich langsamer als alle anderen Ansétze ist.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Minimierungsverfahren bietet zusitzlich den Vorteil der Kiirze
und damit der Ubersichtlichkeit, der formalen Verifikation und der schnellen Implementier-
barkeit.

Theoretische Entwicklungen bieten oft Freiheiten fiir ihre Implementierung, die aber weder
angesprochen noch umgesetzt werden. So lieferte eine direkte Umsetzung der theoretischen
Arbeit von Khuller (Contract) eine schlechte Approximation eines minimalen Aquivalenz-
graphen. Mit dem nur durch Anderung der Abarbeitungsreihenfolge entstandenen Verfahren
Contract_white konnten erheblich bessere Giiteeigenschaften gegeniiber dem urspriinglichen
erzielt werden, wobei die Laufzeit nur geringfiigig verschlechtert wurde.

Die iterative Anwendung bei gleichzeitiger Anderung der zugrundeliegenden Ordnung wirkte
sich positiv auf die Eigenschaften aus. So ist auch das erarbeitete Verfahren Contract_iter
flir den praktischen Einsatz zu empfehlen.

Auch durch die Kombination mehrerer Algorithmen konnten bessere praktische Werte erzielt
werden. So wirkte sich das quadratische Verfahren der Nachminimierung der approximativen
Ansétze (TransRed_Contract_white, TransRed_Contract_iter) aufgrund der vorgeschalte-
ten Gradtests sowie der geringen Pfeilanzahl nach der Vorberechnung kaum negativ auf das
Laufzeitverhalten aus. Die beiden Verfahren sind daher gut zur Berechnung einer transitiven

Reduktion geeignet.

Die Tests zeigten aber auch, daf es kein optimales Programm fiir alle Situationen gibt. Sind
aber wesentliche Eigenschaften der zu bearbeitenden Graphen bekannt oder spezielle Problem-
stellungen gegeben, so konnen wahlweise die entwickelten Verfahren Contract, Contract_-
iter, Contract_white, TransRed_Contract_white oder TransRed_Contract_iter empfoh-

len werden.
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Anhang A

C-Implementierung

In diesem Kapitel wird der in den Kapiteln 4 bis 7 entwickelte Pseudocode in C-Code [19]
umgesetzt.

Dabei sind die entwickelten Programme alle modular aufgebaut, d.h. sie basieren auf denselben
klassenartigen grundlegenden Datentypen. Dies sichert die Vergleichbarkeit der Ansétze.
Dazu werden im ersten Abschnitt die grundlegenden Module (Graphen, Mengen, ...) vor-
gestellt. Dies geschieht, dhnlich einer Klassenbibliothek, so daff die zur Verfiigung stehenden
Operationen mit Spezifikation der Ein- und Ausgabe und der Funktionalitdt angegeben werden
ohne aber ihre konkrete Implementierung anzugeben.

Anschliefsend werden dann die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen umgesetzt.

Wir verweisen noch auf einige grundlegenden Implementierungsgrundlagen. Die Knotenmenge
V' wird mit den Zahlen {1,...,|V|} identifiziert und entspricht dem Datentyp Node. Dabei
miissen wir beachten, daf in C alle Felder mit 0 beginnen. Wir allozieren deshalb stets |[V|+ 1
Elemente. Auferdem geschieht aus Effizienzgriinden die Allozierung immer mit calloc, einer
Speicheranforderung, die alle Elemente mit 0 initialisiert.

Analog zur Allozierung wird auch stets auf die Freigabe des verwendeten Speichers geachtet.
Dazu haben alle grundlegenden Module neben der natiirlich benétigten Initialisierungsfunktion
eine Freigabefunktion.

Um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, werden nur die Funktionen vorgestellt, die spéter auch
benotigt werden. Es sollte also nicht verwundern, wenn ein Modul unvollstdndig wirkt.

Die C-Funktionen setzen meist direkt den Pseudocode um. Wir nennen sie daher &hnlich, die
kleinen Anderungen sind durch die C-Syntax bedingt. Um die Lesbarkeit der Algorithmen
zu erhohen, bestehen diese meist aus entsprechenden Aufrufen anderer Funktionen und sind
deshalb dhnlich kompakt wie der Pseudocode. Falls allerdings die Umsetzung stark von den
Vorgaben abweicht, werden wir auf die Anderungen speziell eingehen.
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A.1 GRUNDLEGENDE FUNKTIONEN

A.1 Grundlegende Funktionen

Zuerst wollen wir die Graphen vorstellen. Es folgen eine Klasse zur Modellierung der standfor-
Struktur aus 5.2.1, die Breiten- und Tiefensuche, Mengen, union-find-Strukturen und Pfeile.
Auf konkrete Implementierungen wird hier nicht eingegangen. Diese kénnen, wie im Beispiel
der Graphen, auch ausgewechselt werden.

A.1.1 Graphen

Die meisten Funktionen sind selbsterklarend. Es sei aber besonders auf die Makros verwiesen.
Sie stellen eine einfache Schnittstelle dar, um alle Knoten oder Pfeile abzuarbeiten.

/* Eingabe : gerichteter Graph g */
/* Ausgabe : gerichteter Graph */
/* Funktion : Transponiert einen gerichteten Graphen g */
extern graph * transpose_graph ( graph *g );

/* Eingabe : Dimension dim */
/* Ausgabe : gerichteter Graph */
/* Funktion : Allokiert Speicher fuer gerichteten Graphen */
/% mit Dimension dim. */
extern graph * new_graph ( int dim );

/* Eingabe : Knoten x, Knoten y, gerichteter Graph g */
/* Ausgabe --- */
/* Funktion : Fuegt einen Pfeil von x nach y in Graph g ein. Falls */
/% dieser vorhanden ist, erfolgt keine Veraenderung. */
extern void arrow_insert ( Node x, Node y, graph *g );

/* Eingabe : Knoten x, Knoten y, gerichteter Graph g */
/* Ausgabe --- */
/* Funktion : Loescht den Pfeil von x nach y in Graph g. Falls */
/% dieser nicht vorhanden ist, erfolgt keine Veraenderung. */
extern void arrow_delete ( Node x, Node y, graph *g );

/* Eingabe : Knoten x, Knoten y, gerichteter Graph g */
/* Ausgabe : Wahrheitswert */
/* Funktion : Prueft, ob im Graph g ein Pfeil von x nach y existiert */

extern bool

is_arrow ( Node x, Node y, graph *g );
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A.1 GRUNDLEGENDE FUNKTIONEN

/* Eingabe :
/* Ausgabe :
/* Funktion:

extern graph

/* Eingabe :
/* Ausgabe :
/* Funktion:

extern int

/* Eingabe :
/* Ausgabe :
/* Funktion:

extern int

/* Eingabe :
/* Ausgabe :
/* Funktion:
/*

extern int

/* Eingabe :
/* Ausgabe
/* Funktion:

extern void

/* MAKROS */

gerichteter Graph g

(gemaess Eingabe:) gerichteter/ungerichteter Graph
Kopiert den Graphen g

* copy_graph ( graph *g );

gerichteter Graph g

ganze Zahl

Liefert die Dimension des Graphen g
graph_dim ( graph *g );

gerichteter Graph g

ganze Zahl
Liefert die Anzahl der Pfeile
numberofarrows ( graph *g );

gerichteter Graph g

ganze Zahl

Loescht Graph g aus dem Speicher. Liefert als

Resultat immer 1.
free_graph ( graph *g );

Graphen g, h

: Vereinigungsgraph g u h

Liefert die Vereinigung der Graphen g und h

union_graph  ( graph *g, graph *h );

/* Die Knoten werden nacheinander node zugeordnet

forall_nodes( node, dim )

/* Allen Nachfolgern von start in graph wird end nacheinander zugewiesen

forall_adj_edges( start, end, graph )

/* Allen Nachfolgern von start in graph wird end nacheinander zugewiesen;

dabei wird die Ordnung aus forall_adj_edges umgedreht

forall_adj_edges_down( start, end, graph )

/* Allen Pfeilen in graph werden nacheinander (start, end) zugeordnet

forall_edges( start, end, graph )
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A.1 GRUNDLEGENDE FUNKTIONEN

A.1.2 Standfor-Struktur

Wir modellieren hier die in Abschnitt 5.2.1 bend&tigte Abbildung standfor : E — E. Dazu
bendtigen wir neben der Initialisierung und der Freigabe die Abfrage und das Verdndern der
Abbildung.

/* Eingabe : standfor-Graph g */
/* Ausgabe : gerichteter Graph vom Typ standfor */
/* Funktion : Kopiert den Graphen g in einen standfor-Graphen */

extern graph_sf *to_graph_sf ( graph *g );

/* Eingabe : standfor-Graph g */
/* Ausgabe : --- */
/* Funktion : Loescht standfor-Graph g aus dem Speicher. Liefert als */
/% Resultat immer 1. */
extern void free_graph_sf ( graph_sf *g );
/* Eingabe : standfor-Graph g, Pfeil von start nach end */
/* Ausgabe : --- */
/* Funktion : Liefert in start_sf und end_sf den Pfeil fuer den */
/* (start, end) steht */
extern void get_start_end_sf( graph_sf *g_sf,

Node start,

Node end,

Node *start_sf,

Node *end_sf );
/* Eingabe : standfor-Graph g, Pfeil von start nach end */
/* Ausgabe : --- */
/* Funktion : Aendert den Pfeil von (start, end) in (newstart, newend) */
extern void change_standfor ( Node start,

Node end,

Node newstart,

Node newend,

graph_sf *g );
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A.1.3 Breiten- und Tiefensuche

In diesem Abschnitt werden Funktionen aus dem Themenbereich der Breiten- und Tiefen-
suche vorgestellt, unter anderem die Baumfunktionen, Klassifikationsfunktionen und spezielle

Erreichbarkeitsfunktionen.

enum COLOUR {weiss, grau, schwarz};

/* Eingabe : Graph g und Knoten x */
/* Ausgabe : Graph */
/* Funktion : DFS-Baum von g mit Wurzel x */
extern graph * DFS_Tree( graph *g, Node x );
/* Eingabe : Graphen g, h */
/* Ausgabe : Graph */
/* Funktion : BFS-Baum von g mit Wurzel x */
extern graph * BFS_Tree( graph *g, Node x );
/* Eingabe : Graph g und Knoten start und end, feld colour */
/* Ausgabe : Wahrheitswert */
/* Funktion : Erreichbarkeit von start nach end in g mit Hilfe eines */
/* DFS-Durchlaufes ohne den Pfeil (start, end ) */
extern bool dfs_reach( graph *g,

Node actual_node,

int *colour,

Node to_found );
/* Eingabe : Knoten start und feld ( z.B aus search( g ) ) */
/* Ausgabe : Integer */
/* Funktion : DFS-Zahl des Knoten start laut feld */
extern int dfs_zahl( Node start, felder feld );
/* Eingabe : Knoten start und end sowie feld (z.B aus search( g ) ) */
/* Ausgabe : Boolescher Wert */
/* Funktion : Klassifikation des Pfeiles ( start, end ) laut feld */

extern bool

extern bool

extern bool

extern bool

is_treeedge( Node start, Node end, felder feld );
is_backwardedge( Node start, Node end, felder feld );
is_forwardedge( Node start, Node end, felder feld );

is_crossedge( Node start, Node end, felder feld );
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/* Eingabe : Knoten start und end, sowie feld ( z.B aus search( g ) ) */
/* Ausgabe : Knoten */
/* Funktion : Naechster gemeinsamer Vorfahren der Knoten start und end

laut feld ( also gemaess dem DFS-Baum ) */
extern Node lca( Node start, Node end, felder feld );
/* Eingabe : Graph g */
/* Ausgabe : Felder in feld */
/* Funktion : DFS_Durchlauf fuer alle Knoten und Abspeichern der x/
/% Informationen in feld */

extern felder search( graph *g );

A.1.4 Union-find-Struktur

Es sei hier nur erwéhnt, daf es keine direkte Umsetzung der MAKE-SET-Funktionalitdt gibt.
Dafiir gibt es eine Initialisierung aller Elemente mit Hilfe von init_union_find. Um Ver-

wechslungen mit der internen C-Funktion union zu vermeiden, nennen wir sie manipulate.

/* Eingabe
/* Ausgabe

/* Funktion :

: Dimension dim
initialisierte Union-Find-Struktur mit dim-vielen Elementen

Initialisierung

extern union_find init_union_find ( int dim );

/* Eingabe
/* Ausgabe
/*

/* Funktion :

: Union-Find-Struktur C, Knoten x und y
: Union-Find-Struktur, in der die beiden Komponenten,

in der x bzw. y lagen, nach der Groesse vereinigt wurden
Verschmelzen

extern union_find manipulate ( union_find C, Node x, Node y );

/* Eingabe
/* Ausgabe

/* Funktion :

extern Node

/* Eingabe
/* Ausgabe

/* Funktion :

extern int

: Union-Find-Struktur C, Knoten x
: Repraesentantenknoten fuer die Komponente, in der x liegt

Repraesentanten finden
find ( union_find C, Node x);

: Union-Find-Struktur uf, die augeloest werden soll

1, falls alles geklappt hat; O sonst
Speicherfreigabe

free_uf (union_find uf );
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A.1.5 DMengen

Dieser Abschnitt fithrt den Typ Menge ein. Wir stellen hier nur die bendtigten Funktionen

Vvor.

/* Eingabe
/* Ausgabe

/* Funktion :

extern Set

/* Eingabe
/* Ausgabe

/* Funktion :

extern bool

/* Eingabe
/* Ausgabe

/* Funktion :

extern bool

/* Eingabe
/* Ausgabe

/* Funktion :

extern bool

: Dimension
: leere Menge mit maximal dim Elementen

Initialisierung

empty_set ( int dim );

: Element x, Menge M
: Wahrheitswert, ob Operation erfolgreich ausgefuehrt wurde

Einfuegen eines Elementes
insertElement ( Node x, Set *M );

: Element x, Menge M
: Wahrheitswert, ob Element x in der Menge M vorhanden ist

Einfuegen eines Elementes

isElement ( Node x, Set M );

: Menge M
: Wahrheitswert, ob Operation erfolgreich ausgefuehrt wurde

Speicherfreigabe

free_set ( Set S );
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A.1.6 Pfeile

Als letztes bendtigen wir einen Typ, um Pfeile zu modellieren. Es werden Funktionen zum
Setzen und Abfragen einer Menge von Pfeilen vorgestellt sowie die im Abschnitt 6 bendtigten
Konstanten nil und current.

typedef struct Edge
{

Node begin;

Node end;
} edge;

#tdefine current NUM_MAX
#tdefine nil 0

void get_edge( Node *u, Node *w, edge *to_get, Node v )
{

*u

to_get[ v ].begin;

*w = to_get[ v ].end;

void set_edge( Node u, Node w, edge *to_set, Node v )

{
to_set[ v ].begin = u;
to_set[ v ].end = w;
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A.2 Minimierungsalgorithmus

Im Kapitel 7.1 bendtigen wir insgesamt 4 Kombinationen von Baumalgorithmen. Es wird hier
nur eine exemplarisch vorgestellt.

graph * DFSBFS( graph *R )
{
graph *S, *RT, *help;
Node root = 1;

S = DFS_Tree( R, root );

RT = transpose_graph( R );
help = BFS_Tree( RT, root );
union_graph( S, help );

free_graph( help );
free_graph( RT );

return S;

Es bleibt noch die while-Schleife mitsamt dem Pradikat Q zu implementieren. Beachte, daf
wir auf die Variable B verzichten konnen; dies ermdglicht das Makro forall_edges.
Auferdem sei auf die spezielle Funktionalitit von dfs_reach verwiesen. Sie berechnet die
Erreichbarkeit zwischen zwei Knoten, ohne den direkten Weg zu bertiicksichtigen.

void Min_while( graph *A )
{

Node start, end;

forall_edges( start, end, A )

{
if( dfs_reach( A, start, end ) )
{
arrow_delete( start, end, A );
}
}

Aus den Betrachtungen in 7.1 ergibt sich folgende optimierte Version, die auch fiir die Tests
eingesetzt wurde. Dazu berechnen wir vorab den Ausgangs- und Eingangsgrad fiir jeden Kno-
ten in den Variablen succs und preds.
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void Min_while( graph *A )
{

Node start, end;

Node *preds, *succs;

preds = ( Node* )calloc( graph_dim( A ) + 1, sizeof( Node ) );

( Nodex )calloc( graph_dim( A ) + 1, sizeof( Node ) );

succs

forall_edges( start, end, A )
{
preds[ end ]++;
succs[ start ]++;

forall_edges( start, end, A )
{
if( ( succs[ start 1 > 1 ) & ( preds[ end 1 > 1) )
{
if( dfs_reach( A, start, end ) )
{
arrow_delete( start, end, A );
succs[ start ]--;
preds[ end ]--;
Y3

free( succs );
free( preds );
}

Aus den erarbeiteten Funktionen ergibt sich der folgende grundsétzliche Aufbau, der hier
exemplarisch mit einer Vorberechnung dargestellt wird:

graph * TransRed_DFS_BFS( graph *R )
{
graph *S;

S = DFSBFS( R );
Min_while( S );

return S;
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A.3 Algorithmus von Simon

Schon die Entwicklung des Algorithmus von Simon hat gezeigt, dafs der entstehende Code sehr
lang und kompliziert ist. Wir werden deshalb nur den erarbeiteten Pseudocode direkt umsetzen
und auf uniibersichtliche Optimierungen verzichten. Fiir die Tests wurden effizienzsteigernde
Mafnahmen natiirlich beriicksichtigt.

Dabei muf klar sein, dafs bei der theoretischen Entwicklung die Knoten mit ihren DFS-Zahlen
identifiziert wurden und so auch die entsprechenden Minima, gebildet wurden.

A31 A

Es werden zwei Graphen zuriickgegeben. Der DFS-Baum T muf indirekt zuriickgegeben wer-
den.

graph* AlgA( graph *g, graph #*T, Node root )
{
graph *C, *B, *res;
graph_sf *g_sf;
felder feld;
int dim;
Node *backpoint;
Node start;
Node end;
Node w;
Node start_sf;
Node end_sf;

dim = graph_dim( g );

backpoint = ( Nodex )malloc( ( dim + 1 ) * sizeof( Node ) );

feld = search( g );
g_sf = to_graph_sf( g );
C = new_graph( dim );

B
*T = new_graph( dim );

new_graph( dim );
res = new_graph( dim );
forall_nodes( start, dim )
{
backpoint[ start ] = start;

}
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forall_edges( start, end, g )
{
/* Baumpfeile x/
if( is_treeedge( start, end, feld ) )
{
arrow_insert( start, end, *T );
arrow_insert( start, end, res );
}
/* Rueckwaertspfeile */
else if( is_backwardedge( start, end, feld ) )
{
arrow_insert( start, end, B );
arrow_insert( start, end, res );
if( dfs_zahl( end, feld ) < dfs_zahl( backpoint[ start ], feld ) )
{
backpoint[ start ] = end;
}
}
/* Vorwaertspfeile */
else if( is_forwardedge( start, end, feld ) )
{
/* gleich entfernen */
}
/* Querpfeile x/
else

{
arrow_insert( start, end, C );
arrow_insert( start, end, res );

/* forall e \in B */
forall_edges( start, end, B )

{
if( end != backpoint[ start ] )
{
arrow_delete( start, end, res );
}
}

free_graph( B );
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/* forall e \in C */
forall_edges( start, end, C )
{
w = lca( start, end, feld );
if( dfs_zahl( w, feld ) < dfs_zahl( backpoint[ start ], feld ) )
{
arrow_insert( start, w, res);
arrow_delete( start, backpoint[ start 1, res );
change_standfor( start, w, start, end, g_sf );
backpoint[ start ] = w;
}
arrow_delete( start, end, res );
}
free_graph( C );

/* R-test x/

R_test( root, res, *T, g_sf, backpoint, feld );
free_felder( feld );

free( backpoint );

/* standfor x/
forall_edges( start, end, res )

{
get_start_end_sf( g_sf, start, end, &start_sf, &end_sf );
if( ( start != start_sf ) || ( end != end_sf ) )
{
arrow_delete( start, end, res );
arrow_insert( start_sf, end_sf, res );
}
}

free_graph_sf( g_sf );

return res;
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A.3.2 R-test

Die Funktion ReduceBackward ist direkt eingebaut.

void R_test( Node v, graph *res, graph *T, graph_sf *g_sf,
Node #*backpoint, felder feld )

Node z, end, start_sf, end_sf;
bool leaf = true, first = true;

forall_adj_edges( v, end, T )

{
leaf = false;
R_test( end, res, T, g_sf, backpoint, feld );
}
if ( 'leaf )
{
forall_adj_edges( v, end, T )
{
if( first )
{
z = backpoint[ end ];
first = false;
}
else
{
if( dfs_zahl( backpoint[ end ], feld ) < dfs_zahl( z, feld ) )
{
z = backpoint[ end ];
Y+ 3
if(v!=2z2)
{
if (dfs_zahl( backpoint[ v ], feld ) < dfs_zahl( backpoint[ z ], feld ))
{
arrow_delete( z, backpoint[ z ], res );
arrow_insert( z, backpoint[ v ], res );
get_start_end_sf( g_sf, v, backpoint[ v 1, &start_sf, &end_sf );
change_standfor( z, backpoint[ v ], start_sf, end_sf, g_sf );
backpoint[ z ] = backpoint[ v ];
}
arrow_delete( v, backpoint[ v ], res );
backpoint[ v ] = z;
Y3
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A.3.3 ReduceTreeEdges

Es werden zwei Graphen zuriickgegeben: einer direkt, der andere indirekt in der Variablen
res.

Die Funktion dfs_reach priift die Erreichbarkeit zwischen zwei Knoten ohne den direkten
Pfeil. Deshalb ist die Umsetzung der ersten if-Schleife etwas komplizierter.

graph * ReduceTreeEdges( graph *g, graph *T1, graph *T2,
Node root, graph **res )

Node start;
Node end;
graph *nonredsinktree;

nonredsinktree = copy_graph( g );
*res = copy_graph( g );

forall_edges( start, end, T1 )

{
if( is_arrow( start, end, T2 ) )
{
arrow_delete( start, end, nonredsinktree );
if( 'is_arrow( start, root, nonredsinktree ) &&
!dfs_reach( nonredsinktree, start, root ) )
{
arrow_insert( start, end, nonredsinktree );
}
if( dfs_reach( *h, start, end ) )
{
arrow_delete( start, end, *h );
}
}
}

return nonredsinktree;
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A.3.4 Theo?2

graph *Theo2( graph *g, graph **nonredsinktree, Node root )
{

graph *res;

graph *Ts;

graph *T;

graph *gstrich;

graph *Gr;

graph *GrT;

Gr = transpose_graph( g );
GrT = AlgA( Gr, &T, root );

Ts = transpose_graph( T );
free_graph( T );

gstrich = transpose_graph( GrT );

g2 = AlgA( gstrich, &T, root );

*nonredsinktree = ReduceTreeEdges( g2, T, Ts, *res );
free_graph( GrT );

free_graph( gstrich );

free_graph( Gr );

free_graph( Ts );

free_graph( T );

free_graph( g2 );

return res;
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A.3.5 TransRed-Simon

graph * TransRed_Simon( graph *g )
{

graph *resl;

graph *res2;

graph *resiT;

graph *nonredtreel;

graph *nonredtree2;

graph *nonredtreelT;

Node root = 1;

resl = Theo2( g, &nonredtreel, root );

resiT = transpose_graph( resl );

res2 = Theo2( reslT, &nonredtree2T, root );
nonredtree2 = transpose_graph( nonredtree2T );
union_graph( nonredtreel, nonredtree2 );
free_graph( nonredtree2T );

free_graph( resiT );

free_graph( res2 );

free_graph( resl );

free_graph( nonredtree2 );

return nonredtreel;
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A.4 Approximativer Algorithmus von Khuller et al.

Wir wollen in diesem Abschnitt die Algorithmen aus dem Kapitel 6 sowie die Erweiterun-
gen aus dem 7. Abschnitt vorstellen. Dabei ist vor allem zu beachten, alle Variablen an die
Prozeduren zu iibergeben sowie die Ergebnisse zuriickzubekommen.

A.4.1 CONTRACT-CYCLE

void contract_cycle( Node w, edge *to_active, edge *from_root,
edge *to_root, union_find uf, graph *S )

Node ¢, p;

Node f_start, f_end;
Node t_start, t_end;
Node a_start, a_end;
Node start, end;

get_edge( &start, &end, to_active, find( uf, w ) );

while( ( start '= current ) || ( end '= current ) )
{

if( ( start == nil ) && ( end == nil ) )

{

get_edge( &c, &p, to_root, find( uf, w ) );
get_edge( &a_start, &a_end, to_active, find( uf, p ) );
arrow_insert( c, p, S );
}
else
{
get_edge( &p, &c, to_active, find( uf, w ) );
get_edge( &a_start, &a_end, to_active, find( uf, c ) );
arrow_insert( p, ¢, S );
}
get_edge( &f_start, &f_end, from_root, find( uf, p ) );
get_edge( &t_start, &t_end, to_root, find( uf, p ) );
uf = manipulate( uf, p, ¢ );
set_edge( a_start, a_end, to_active, find( uf,
set_edge( f_start, f_end, from_root, find( uf,
set_edge( t_start, t_end, to_root, find( uf, w

- - = =

get_edge( &start, &end, to_active, find( uf, w
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A.4.2 DFS-CONTRACT

void dfs_contract( graph *g, graph *3, Node u, Node *colour, edge *to_active,
edge *from_root, edge *to_root, union_find uf )

Node w, x, v;

colour[ u ] = grau;
set_edge( current, current, to_active, find( uf, u ) );

forall_adj_edges( u, w, g )
{
if( colour[ w ] == weiss )
{
set_edge( u, w, from_root, find( uf, w ) );
set_edge( u, w, to_active, find( uf, u ) );
dfs_contract( g, S, w, colour, to_active, from_root, to_root, uf );
set_edge( current, current, to_active, find( uf, u ) );
}
else
{
if( find( uf, u ) !'= find( uf, w ) )
{
get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, u ) );
if( find( uf, x ) == find( uf, w ) )
{
set_edge( u, w, to_root, find( uf, u ) );
}
else
{
get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, w ) );
if( find( uf, x ) !'= find( uf, u ) )
{
contract_cycle( w, to_active, from_root, to_root, uf, S );
arrow_insert( u, w, S );

Prrrd

colour[ u ] = schwarz;
set_edge( nil, nil, to_active, find( uf, u ) );

¥
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A.4.3 CONTRACT-CYCLES3

graph * contract_cycles_3( graph *g )
{

int dim;

graph * S;

union_find uf;

Node * colour;
edge * to_active;
edge * to_root;
edge * from_root;

Node root = 1;

dim = graph_dim( g );
uf = init_union_find( dim );
S = new_graph( dim );

colour = (Node *)calloc( dim + 1, sizeof( Node ) );
to_active = (edge *)calloc( dim + 1, sizeof( edge ) );
to_root = (edge *)calloc( dim + 1, sizeof( edge ) );
from_root = (edge *)calloc( dim + 1, sizeof( edge ) );

dfs_contract( g, S, root, colour, to_active, from_root, to_root, uf );
add_2_cycles( S, g, uf, from_root, to_root, root );

free( colour );

free( from_root );

free( to_root );

free( to_active );

free_uf( uf );

return S;
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A.4.4 ADD-2-CYCLES

Eine Effizienzsteigerung kann dadurch erreicht werden, daf Pfeile wie in 6.2.1 beschrieben
nicht doppelt eingefiigt werden. Daher dient die Menge T dazu, sich die Vertreterknoten zu

merken.

void add_2_cycles( graph *S, graph *g, union_find uf,
edge *from_root, edge *to_root, Node root )

int dim;

Node 1i;

Node a, b;
Node findNode;
Set T;

dim = graph_dim( g );
T = empty_set( dim );
insertElement( find( uf, root ), &T );

forall_nodes( i, dim )
{

findNode = find( uf, i );

if( 'isElement( findNode, T ) )

{
insertElement ( findNode, &T );
get_edge( &a, &b, from_root, findNode );
arrow_insert( a, b, S );
get_edge( &a, &b, to_root, findNode );
arrow_insert( a, b, S );

}
free_set( T );
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A.4.5 DFS-CONTRACT-ORDUNG

Wir betrachten die Prozedur dfs_contract und ihre Abarbeitungsreihenfolge der Pfeile als
die ,normale Ordnung und stellen hier die dazu entgegengesetzte Ordnung vor.

void dfs_contract_down( graph *g, graph *S, Node u, Node *colour,
edge *to_active, edge *from_root, edge *to_root,
union_find uf )

Node w, x, v;

colour[ u ] = grau;
set_edge( current, current, to_active, find( uf, u ) );
forall_adj_edges_down( u, w, g )
{
if( colour[ w ] == weiss )
{
set_edge( u, w, from_root, find( uf, w ) );
set_edge( u, w, to_active, find( uf, u ) );
dfs_contract_down( g, S, w, colour, to_active,
from_root, to_root, uf );
set_edge( current, current, to_active, find( uf, u ) );
}
else
{
if( find( uf, u ) !'= find( uf, w ) )
{
get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, u ) );
if( find( uf, x ) == find( uf, w ) )
{
set_edge( u, w, to_root, find( uf, u ) );
}
else
{
get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, w ) );
if( find( uf, x ) !'= find( uf, u ) )
{
contract_cycle( w, to_active, from_root, to_root, uf, S );
arrow_insert( u, w, S );

Frrr}
colour[ u ] = schwarz;
set_edge( nil, nil, to_active, find( uf, u ) );

}
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A.4.6 CONTRACT-CYCLES3;-ORDNUNG

Diese Funktion wéhlt nur zwischen den Funktionen dfs_contract und dfs_contract_down
mit den verschiedenen Ordnungen aus.

graph * contract_cycles_3_ord( graph *g, bool ord )
{

int dim;

graph * S;

union_find uf;

Node * colour;

edge * to_active;

edge * to_root;

edge * from_root;

Node root = 1;

dim = graph_dim( g );
uf = init_union_find( dim );
S = new_graph( dim );

colour = (Node *)calloc( dim + 1, sizeof( Node ) );
to_active = (edge *)calloc( dim + 1, sizeof( edge ) );
to_root = (edge *)calloc( dim + 1, sizeof( edge ) );
from_root = (edge *)calloc( dim + 1, sizeof( edge ) );

if( ord )
dfs_contract( g, S, root, colour, to_active, from_root, to_root, uf );
else
dfs_contract_down( g, S, root, colour, to_active,
from_root, to_root, uf );

add_2_cycles( S, g, uf, from_root, to_root, root );
free( colour );

free( from_root );

free( to_root );

free( to_active );

free_uf( uf );

return S;
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A.4.7 CONTRACT-CYCLES3;-ITER

Anstelle des Vergleiches g = h testen wir aus Effizienzgriinden die Kardinalitdt der beiden
Graphen.

graph * contract_cycles_3_iter( graph *g )
{

graph * res;

graph * help;

int noa_old;

int noa_act;

bool ord = false;

res = contract_cycles_3_ord( g, ord );
noa_act = numberofarrows( res );

do
{
noa_old = noa_act;
ord = lord;
help = contract_cycles_3_ord( res, ord );
noa_act = numberofarrows( help );
if( noa_old > noa_act )
{
free_graph( res );
res = help;
help = NULL;
}
}

while( noa_old > noa_act );
free_graph( help );

return res;
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A.4.8 DFS-CONTRACT-WHITE

Wir teilen das Besuchen der Pfeile auf. Die erste Schleife besucht nur weife Knoten, die zweite
Schleife die restlichen. Eine direkte Umsetzung des Pseudocodes fiihrt zu einer speicherinten-
siven Variante, da eine Speicherung der besuchten Pfeile notwendig ist. Bei der vorgestellten
Variante miissen wir nur sicherstellen, daf durch das erneute Besuchen eines Pfeiles keine
Verénderungen der Variablen vorgenommen wird.

Eine entsprechende Einbettung in die iibergeordnete Funktion contract_cycles_3_white ist
leicht und wird hier nicht dargestellt.

void dfs_contract_white( graph *g,
graph x5,
Node u,
Node *colour,
edge *to_active,
edge *from_root,
edge *to_root,
union_find wuf )
{
Node w;
Node x;
Node y;

colour[ u ] = grau;
set_edge( current, current, to_active, find( uf, u ) );

forall_adj_edges( u, w, g )

{
if( colour[ w ] == weiss )
{
set_edge( u, w, from_root, find( uf, w ) );
set_edge( u, w, to_active, find( uf, u ) );
dfs_contract_white( g, S, w, colour, to_active,
from_root, to_root, uf );
set_edge( current, current, to_active, find( uf, u ) );
}
}
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forall_adj_edges( u, w, g )

{
if( find( uf, u ) !'= find( uf, w ) )
{
get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, u ) );
if( find( uf, x ) == find( uf, w ) )
{
set_edge( u, w, to_root, find( uf, u ) );
}
else
{
get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, w ) );
if( find( uf, x ) !'= find( uf, u ) )
{
contract_cycle( w, to_active, from_root, to_root, uf, S );
arrow_insert( u, w, S );
}
}
}
}

colour[ u ] = schwarz;
set_edge( nil, nil, to_active, find( uf, u ) );

¥

A.4.9 TransRed-CONTRACT-CYCLES;-WHITE

Die Berechnung einer transitiven Reduktion auf der Basis des approximativen Verfahrens ha-
ben wir in Kapitel 7.4 mit Hilfe einer Nachminimierung mit dem Verfahren aus Kapitel 4
umgesetzt. Diese wird an einem Beispiel vorgestellt, die anderen Verfahren kénnen entspre-
chend implementiert werden.

graph * TransRed_contract_white( graph *R )
{
graph *A;

A = contract_cycles_3_white( R );
Min_while( A );

return A;
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Anhang B

Relationale Implementierung

In diesem Kapitel werden relationale Implementierungen einiger Verfahren dieser Arbeit vor-
gestellt. Dazu wurde das an der Christian-Albrechts-Universitdt zu Kiel entwickelte System
RELVIEW verwendet. Zur Bedienung und auf implementierungstechnische Einzelheiten sei auf
[25, 3, 4, 6] verwiesen.

B.1 Grundlagen

B.1.1 Breitensuche

BFS(R,s)
DECL a, p, X, y, W, 2z, T
BEG
X = 8;
y = R™*x & -x;
T = x*xy~;

WHILE -empty(y) DO
x=x|y;
w = R*x & -x;

z = 0(x);

WHILE -eq(w,z) DO
p = point(y);
y=y%&-p;
a=Rx*p & -(x | 2);
T=T | pxa~;
z=2z| a

0D;

y = R™*x & -x

0D
RETURN T

END.
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B.1.2 Tiefensuche

DFS(R,s)
DECL p, 9, w, b, g, T
BEG
T = 0(R);
b = 0n1(R);
g =8;
P =5;

WHILE -empty(p) DO
w=R*p & -(blg);
IF empty(w) THEN

b=>b | p;
g=8& -p;
p = T*xp
ELSE
q = point(w);
g=¢g | q;
T =T/ p*q~;
P=q
FI
oD
RETURN T

END.
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B.2 MINIMIERUNGSALGORITHMUS

B.2 Minimierungsalgorithmus

Wir stellen hier nur eine mogliche Variante vor. Die anderen Vorberechnungen konnen leicht
durch Ersetzen der Aufrufe DFS und BFS erzeugt werden.

TransRed_DFS_BFS(R)
DECL A, B, edge, p

BEG
p = point(Lni(R));
A = DFS(R,p) | (BFS(R~,p))";
B =A4;

WHILE -empty(B) DO
edge = atom(B);
IF incl(L(R),rtc(A & -edge)) THEN
A=A & -edge;
B =B & -edge
ELSE
B =B & -edge
FI
0D

RETURN A
END.
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B.3 Approximativer Algorithmus von Khuller et al.

In diesem Abschnitt wird eine relationale Implementierung des approximativen Ansatzes vor-
gestellt. Die Entwicklung des relationalen Programms auf der Basis eines nicht rekursiven
Tiefensuchdurchlaufes war dabei der Ideengeber fiir die Variante, zuerst nur die unbesuchten
Knoten abzuarbeiten.

B.3.1 Union-Find-Struktur

InitUF(R) = I(R).
findUF(p,UF) = UF~*p.

unionUF (p,q,UF)
DECL fp, fq
BEG

fp

fq

findUF (p,UF) ;
findUF (q,UF)

RETURN (UF & -( (UF*fp)*fp~ ) ) | (UFxfp)*fq”
END.

B.3.2 CONTRACT-CYCLESs
setedges(R, x, y) = (R & -(x*#L1in(R))) | xxy~.
Khuller(R)
DECL a, b, bl, p, q, b, fp, fq, fr, fx, fy, fstart, fend, g, r, tstart,

tend, toactive, w, x, y, A, ArcSet, E, S, T, ToRootStart, ToRootEnd,
FromRootStart, FromRootEnd, ToActiveStart, ToActiveEnd, UF

BEG
r = point(Lni(R));
ArcSet = R;
S =0R);
T = 0(R);
UF = InitUF(R);
ToRootStart = 0(R);
ToRootEnd = 0(R);
FromRootStart = 0(R);
FromRootEnd = O0(R);
ToActiveStart = O(R);
ToActiveEnd = 0(R);
toactive = r;
b = 0(r);
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g =1,
p=r;
WHILE -empty(ArcSet) DO
w=Rx*p & -(blg);
IF empty(w) THEN
A = pxLin(R) & ArcSet;
WHILE -empty(A) DO

E = atom(A);
q = ran(E);
A=Ag& -E;

ArcSet = ArcSet & -E;
fp = findUF(p, UF);
toactive = fp;
fq = findUF(q, UF);
IF -eq(fp, fq) THEN
x = FromRootStart~*fp;
IF eq(findUF(x, UF), fq) THEN
ToRootStart = setedges(ToRootStart, fp, p);
ToRootEnd
ELSE
x = FromRootStart~*fq;
IF -eq(findUF(x, UF), fp) THEN
WHILE -eq(toactive, fq) DO
fq = findUF(q, UF);
IF empty(ToActiveStart~*fq) THEN
x = ToRootStart~*fq;
y = ToRootEnd~*fq;
f
a

setedges (ToRootEnd, fp, q)

y = findUF(y, UF);
= ToActiveStart~*fy;

bl = ToActiveEnd~*fy;
S =8 | xxy”

ELSE
y = ToActiveStart~*fq;
x = ToActiveEnd"*fq;
fx = findUF(x, UF);
a = ToActiveStart~*fx;
bl = ToActiveEnd *fx;
S =8 | y*x~

FI;

fy = £indUF(y, UF);
fstart = FromRootStart~*fy;
fend = FromRootEnd"*fy;
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tstart = ToRootStart *fy;

tend ToRootEnd~*fy;

UF = unionUF(x, y, UF);

toactive = findUF(p, UF);

fq = findUF(q, UF);

ToActiveStart = setedges(ToActiveStart, fq, a);
ToActiveEnd = setedges(ToActiveEnd, fq, bl);
FromRootStart

setedges (FromRootStart, fq, fstart);

FromRootEnd = setedges(FromRootEnd, fq, fend);
ToRootStart = setedges(ToRootStart, fq, tstart);
ToRootEnd = setedges(ToRootEnd, fq, tend)

0D;

S=S|p*q"

FI
FI
FI
0D;

ToActiveStart = ToActiveStart & -(findUF(p, UF)*L1in(R));

b=>b | p;
g=¢gé&-p;
p = T*p

ELSE
q = point(w);
fp = findUF(p, UF);
fq = findUF(q, UF);
ToActiveStart = setedges(ToActiveStart, fp, p);
ToActiveEnd = setedges(ToActiveEnd, fp, q);
FromRootStart = setedges(FromRootStart, fq, p);
FromRootEnd = setedges(FromRootEnd, fq, q);
g=glaq;
T=T | pxq~;

ArcSet = ArcSet & -(pxq~);
toactive = fq;
pP=4qq
FI
0D;

x = Ln1(R);

fr = findUF(r, UF);

WHILE -empty(x) DO
p = point(x);
x=x& -p;
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B.3 APPROXIMATIVER ALGORITHMUS VON KHULLER ET AL.

fp = findUF(p, UF);
IF -eq(fp, fr) THEN
ToRootStart~*fp;

a

bl = ToRootEnd~*fp;
=S | axbl~;
a = FromRootStart~*fp;
bl = FromRootEnd~*fp;
S =8 | axbl~
FI
0D
RETURN S

END.
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