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Kapitel 1

Einleitung

Die Graphentheorie ist ein wihtiges Forshungsgebiet der Informatik und Mathematik. Ihre

Ergebnisse ermöglihen es, Probleme der Praxis durh geeignete Abstraktion und Modellierung

zu lösen. Die Entwiklung von Algorithmen muÿ aber sowohl in der Theorie erfolgen, um die

Korrektheit zu sihern, als auh in der Praxis, um shnelle und gute Lösungsmöglihkeiten zu

erhalten.

Bei der Betrahtung von Graphen ist die Erreihbarkeit zwishen den Knoten eine wihtige

Eigenshaft. Die Minimierung von Graphen bei Erhaltung aller Erreihbarkeitsinformationen

führt auf den Problemkreis der minimalen Äquivalenzgraphen und transitiven Reduktionen.

Diese speziellen Untergraphen bestehen nur aus �notwendigen� Pfeilen und lösen das Problem

anzahl- bzw. inklusionsminimal.

Da die Berehnung eines minimalen Äquivalenzgraphen NP-hart ist, für die Anwendung aber

nur praktikable Verfahren von Interesse sind, beshränkt sih die Arbeit auf die Entwiklung

von Algorithmen zur Berehnung transitiver Reduktionen und Approximationen minimaler

Äquivalenzgraphen. Diese werden sowohl theoretish entwikelt als auh praktish miteinander

verglihen.

Die Anwendungsmöglihkeiten der theoretishen Betrahtungen sind vielfältig. So können

Speiherplatzminimierung, Ablaufprobleme, Ressourenverwaltung und die Möglihkeit über-

sihtliherer und damit shönerer Zeihnungen von Graphen genannt werden.

Im Anshluÿ an eine Einführung der Grundbegriffe der Graphentheorie und anderer Grund-

lagen in Kapitel 2, wird im Kapitel 3 speziell in den Themenbereih der minimalen Äquiva-

lenzgraphen eingeführt.

In den Kapiteln 4 bis 6 werden drei vershiedene Ansätze zur Berehnung transitiver Reduk-

tionen bzw. Approximationen minimaler Äquivalenzgraphen entwikelt.

Diese werden im 7. Kapitel anhand von Testreihen praktish verglihen, um die theoretishen

Ergebnisse auf ihre Übertragbarkeit in die Praxis zu überprüfen. Die den Tests zugrundelie-

genden Implementierungen �nden sih im Anhang.

Den Abshluÿ bildet Kapitel 8 mit einer Zusammenfassung der Arbeit und einem Ausblik.
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Kapitel 2

Grundlagen

Dieser Abshnitt dient dazu, die Begriffe zu klären, die im Verlaufe dieser Arbeit verwendet

werden. Wir beshreiben zuerst eine Beispielsprahe, die wir im Laufe der Arbeit benut-

zen wollen. Im folgenden werden die wihtigsten Begriffe der Relationentheorie [27℄ und der

Graphentheorie [13, 18℄ sowie ein wihtiges Durhlaufverfahren auf Graphen, die Tiefensuhe

[23, 31, 6, 8℄, erklärt. Dabei wird auh speziell auf die Verbindung von Graphen und Relationen

eingegangen.

Auÿerdem setzen wir die Grundbegriffe der Mengentheorie voraus, die an dieser Stelle niht

näher beshrieben werden.

2.1 Beispielsprahe

Wir wollen in dieser Arbeit Algorithmen entwikeln. Um eine einheitlihe Grundlage zu haben,

führen wir hier eine beispielhafte Sprahe ein. Dabei sind auh umgangssprahlihe Beshrei-

bungen zugelassen.

Für die formale Programmentwiklung stellen wir die folgenden Konstrukte zur Verfügung,

die PASCAL-ähnlih notiert werden und die natürlihen Bedeutungen haben. Wir nehmen

mit b eine booleshe Bedingung, mit p

1

und p

2

zwei Programme, mit j; l; k 2 Z ganze Zahlen

und mit M eine endlihe Menge an.

� if b then p

1

else p

2

end;

� while b do p

1

end;

� repeat p

1

until b;

� for i = j to l by k do p

1

end;

� forall x 2M do p

1

end;

2



2.2 RELATIONENTHEORIE

Auÿerdem nehmen wir die Gleihheitsoperation �=� und die (kollaterale) Zuweisung �:=� an.

Dabei untersheiden wir zwishen Prozeduren und Funktionen (proedure, funtion). Als

Beispiel betrahte z.B. die in Abshnitt 2.5 vorgestellte Tiefensuhe in den Tabellen 2.1 und

2.2.

2.2 Relationentheorie

Für gegebene Mengen X;Y 6= ; wird die Menge aller Relationen mit De�nitionsbereih X und

Wertebereih Y mit [X $ Y ℄ bezeihnet. Dabei sind die üblihen Operationen auf Relationen

in folgender Notation gegebenen, wobei R;S 2 [X $ Y ℄ und T 2 [Y $ Z℄:

die Transposition R

T

, die Negation R, die Vereinigung R [ S, der Shnitt R \ S, die

Komposition (das Produkt) RT und die Inklusion R � S.

Auÿerdem seien die konstanten Relationen L, O und I gegeben.

Falls der De�nitionsbereih und Wertebereih identish sind, nennen wir eine Relation homo-

gen, sonst heterogen. Eine homogene Relation R heiÿt re�exiv, falls I � R gilt, transitiv, falls

RR � R gilt. Die transitive Hülle R

+

wird durh

S

i�1

R

i

de�niert, die re�exiv-transitive Hülle

von R durh R

�

:=

S

i�0

R

i

.

Die Beshreibung einer Teilmenge U � X erfolgt mit Hilfe des Vektors v 2 [X $ X℄ für den

v = vL gilt. Ein Vektor kann auh immer als heterogene Relation mit einem einelementigen

Wertebereih aufgefaÿt werden. Eine einelementige Teilmenge eines nihtleeren Vektors wird

Punkt genannt. Ein Punkt p kann durh

p = p L ^ pp

T

� I ^ p 6= O

harakterisiert werden. Allgemein werden einelementige Teilmengen Atome genannt. Für aus-

führlihere De�nitionen der Relationentheorie sei auf Shmidt und Ströhlein [27℄ verwiesen.

2.3 Graphentheorie

Ein ungerihteter Graph ist ein Paar G = (V;E), wobei V eine nihtleere Menge und E eine

Teilmenge von ffx; yg j x; y 2 V; x 6= yg ist. Die Elemente von V heiÿen Knoten, die von E

Kanten von G.

In einem ungerihteten Graph G = (V;E) de�nieren wir:

� Eine Folge p = (v

0

; v

1

; : : : ; v

n

) mit fv

i�1

; v

i

g 2 E für alle i 2 f1; : : : ; ng bezeihnen wir

als Pfad von v

0

nah v

n

in G der Länge n.

� G heiÿt zusammenhängend, falls es für alle u; v 2 V einen Pfad von u nah v gibt.

� G nennen wir Baum, falls G zusammenhängend ist, und jV j = jEj+ 1 gilt.

3



2.3 GRAPHENTHEORIE

Sei die Relation � auf V wie folgt de�niert:

u � v () 9 Pfad p = (u; : : : ; v) in G:

� ist eine Äquivalenzrelation auf V . Seien V

1

; : : : ; V

m

die Äquivalenzklassen von � und

E

i

:= ffx; yg j fx; yg 2 E ^ x; y 2 V

i

g für alle i 2 f1; : : : ;mg. Als Folge daraus bilden

die E

i

eine Partition von E. Die Graphen G

i

:= (V

i

; E

i

) für i 2 f1; : : : ;mg heiÿen die Zusam-

menhangskomponenten von G.

Ein gerihteter Graph ist ein Paar G = (V;E), wobei V eine nihtleere Menge und E eine

Teilmenge von f(x; y) j x; y 2 V g = V � V ist. Die Elemente von E heiÿen Pfeile, und für

e = (u; v) 2 E nennen wir u Anfangspunkt und v Endpunkt des Pfeiles e. Wir nennen u

Vorgänger von v bzw. v Nahfolger von u.

Ein Graph ist endlih, wenn jV j endlih ist.

Im folgenden werden gerihtete, endlihe Graphen abkürzend als Graphen bezeihnet.

Analog zu ungerihteten Graphen de�nieren wir in einem Graphen G = (V;E) folgendes:

� Der G zugrundeliegende ungerihtete Graph ist de�niert als (V;E

0

) mit

E

0

:= ffx; yg j (x; y) 2 E _ (y; x) 2 E) ^ x 6= yg:

� Der transponierte Graph von G wird durh G

T

:= (V; f(x; y) j (y; x) 2 Eg) de�niert.

� Eine Folge W = (v

0

; v

1

; : : : ; v

n

) mit (v

i�1

; v

i

) 2 E für alle i 2 f1; : : : ; ng heiÿt Weg von

v

0

nah v

n

in G der Länge n.

� Die Existenz eines Weges von x nah y wird mit x

�

��!

G

y bezeihnet. Falls dieser minde-

stens die Länge 1 hat, shreiben wir x

+

��!

G

y, für einen Pfeil (x; y) notieren wir x �!

G

y.

� Ein Weg W = (w

0

; : : : ; w

n

) wird als einfah bezeihnet, falls seine Knoten paarweise

vershieden sind, wobei aber w

0

= w

n

gelten darf.

� Einen einfahen Weg W = (u; : : : ; u) mit mindestens der Länge 1 nennen wir Kreis.

� G heiÿt kreisfrei, falls es in G keinen Kreis gibt.

� Einen Pfeil e = (x; x) bezeihnen wir als Shlinge, einen Graphen ohne Shlingen nennen

wir shlingenfrei.

� G heiÿt zusammenhängend, falls der zugrundeliegende ungerihtete Graph zusammen-

hängend ist.

� Sind V

1

; : : : ; V

s

die Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten des zugrundelie-

genden ungerihteten Graphen und de�nieren wir für i 2 f1; : : : ; sg die Graphen

E

i

:= E \ (V

i

� V

i

), so sind G

i

:= (V

i

; E

i

) die Zusammenhangskomponenten von

G für i 2 f1; : : : ; sg.

4



2.3 GRAPHENTHEORIE

� G nennen wir Baum, wenn es einen ausgezeihneten Knoten v 2 V gibt, so daÿ für alle

w 2 V ein Weg von v nah w existiert, und jV j = jEj+ 1 gilt.

� G heiÿt Wurzelbaum, falls es einen ausgezeihneten Knoten v 2 V gibt, so daÿ für alle

w 2 V ein Weg von w nah v existiert, und jV j = jEj+ 1 gilt.

� G bezeihnen wir als Wald, falls seine Zusammenhangskomponenten Bäume sind.

� G heiÿt stark zusammenhängend, falls es für alle u; v 2 V einen Weg von u nah v gibt.

� Für einen Knoten v 2 V de�nieren wir die Menge der Nahfolger bzw. Vorgänger durh

su(v;G) := fx 2 V j (v; x) 2 Eg und pred(v;G) := fx 2 V j (x; v) 2 Eg. Die

Kardinalitäten dieser Mengen nennen wir Ausgangs- bzw. Eingangsgrad von v.

� Der ausgezeihnete Knoten v 2 V in einem Baum heiÿt Wurzel.

Für ihn gilt pred(v;G) = ;. Er wird allgemein mit root bezeihnet. Ein Knoten v 2 V

bezeihnen wir als Blatt, falls su(v;G) = ; gilt, und inneren Knoten, falls v kein Blatt

ist.

� Der transponierte Wurzelbaum ist ein Baum im transponierten Graphen. Daher werden

Wurzel, Blatt und innerer Knoten analog de�niert.

� Ein Graph H = (V; F ) mit F � E wird Untergraph von G genannt.

� Die Gröÿe des Graphen G ist die Anzahl seiner Knoten und wird mit jV j bezeihnet.

� Ein Kreis der Länge jV j durh alle Knoten von V heiÿt Hamiltonkreis.

� Mit V (G) bzw. mit E(G) bezeihnen wir die Knoten- bzw. Pfeilmenge von G.

� Die Dihte eines Graphen ist durh

jEj

jV j

2

2 [0; 1℄ de�niert.

� Der transitive Graph von G wird durh G

+

:= (V; f(x; y) j x

+

��!

G

yg), der re�exiv-

transitive Graph durh G

�

:= (V; f(x; y) j x

�

��!

G

yg) de�niert.

De�nition 2.1. Seien G = (V;E) ein Graph und V

1

; : : : ; V

k

die starken Zusammenhangs-

komponenten. Dann wird der Reduktionsgraph G

0

:= (V

0

; E

0

) von G durh

� V

0

:= fV

1

; : : : ; V

k

g

� E

0

:= f(V

i

; V

j

) j 9 (x; y) 2 E : x 2 V

i

^ y 2 V

j

g

de�niert.

5



2.4 GEMEINSAMKEITEN VON RELATIONEN UND GRAPHEN

Bemerkung 2.1. Ein Reduktionsgraph ist ein homomorphes, kreisfreies Bild von G, d.h. es

gibt homomorphe Abbildungen �

1

: V ! V

0

und �

2

: E ! E

0

. Die Umkehrrelationen sind i.a.

niht eindeutig. Es sind allerdings zwei Abbildungen  

1

: V

0

! V und  

2

: E

0

! E ableitbar,

für die gilt:

� 8 v 2 V

0

:  

1

(�

1

(v)) = v

� 8 e 2 E

0

:  

2

(�

2

(e)) = e.

Diese Funktionen bilden jede Komponente bzw. jeden Pfeil auf einen Repräsentanten ab.

Abkürzend werden an dieser Stelle einige einfahe Sprehweisen eingeführt. So sagen wir, daÿ v

ein Knoten von G oder e ein Pfeil von G ist. Ein Knoten w heiÿt vom Knoten v aus erreihbar,

falls es einen Weg von v nah w gibt.

Alle Operationen auf Graphen beziehen sih, wenn niht ausdrüklih anders erwähnt, auf

die Pfeilmenge, d.h. Ausdrüke wie G � H für zwei Graphen G und H besagen, daÿ die

Pfeilmenge von G Teilmenge der Pfeilmenge von H ist (E(G) � E(H)).

Pfeile werden im allgemeinen mit e; f und Knoten mit u; v; w; x; y; z bezeihnet.

2.4 Gemeinsamkeiten von Relationen und Graphen

Der Einfahheit halber wird die Knotenmenge eines Graphen G = (V;E) oft mit der Menge

f1; : : : ; jV jg, und der Graph selbst deshalb mit der Pfeilmenge identi�ziert. Diese Menge E

wird auh als homogene Relation E 2 [V $ V ℄ aufgefaÿt.

Wir mahen in dieser Arbeit keinen Untershied zwishen einem Graphen und der zugehörigen

Relation. Deshalb werden auf E sowohl mengen- als auh relationentheoretishe Operationen

angewendet.

Nahfolgend zeigen wir für einen Graphen G = (V;R) und die Relation R noh die Parallelen

auf, die wir im folgenden synonym verwenden werden:

R

�

= L () G ist stark zusammenhängend

R

+

� I () G ist kreisfrei

R

�

xy

() x

�

��!

G

y

R

+

xy

() x

+

��!

G

y

R

xy

() x �!

G

y:

Auÿerdem ist t = (V; T ) genau dann ein Baum von G, wenn es einen Punkt p aus der Menge

V gibt, für den gilt:

T � R ^ p L � T

�

^ TT

T

� I ^ T

+

� I:

6



2.5 TIEFENSUCHE

2.5 Tiefensuhe

Die Tiefensuhe (engl. depth �rst searh, DFS) ist das wihtigste Graphdurhlaufverfahren.

Die Suhmethode ist dadurh harakterisiert, daÿ ausgehend von einem Knoten x zunähst ein

Knoten y 2 su(x;G) ausgewählt wird, um dort den Tiefensuhdurhlauf zu starten, bevor

die restlihen Nahfolger behandelt werden.

Der Algorithmus zur Tiefensuhe G = (V;R) wird in den Tabellen 2.1 und 2.2 dargestellt.

proedure dfs(u : V;G : graph)

olour[u℄ := grau;

time := time+ 1;

d[u℄ := time;

forall x 2 su(u;G) do

if olour[x℄ = weiÿ

then p[x℄ := u;

dfs(x;G);

end;

end;

olour[x℄ := shwarz;

time := time+ 1;

f [u℄ := time;

Tabelle 2.1: Pseudoode dfs

proedure searh(G = (V;R) : graph)

forall x 2 V do

olour[x℄ := weiÿ;

d[x℄ := 0;

f [x℄ := 0;

p[x℄ := nil;

end;

time := 0;

forall x 2 V do

if olour[x℄ = weiÿ

then dfs(x;G);

end;

end;

Tabelle 2.2: Pseudoode searh

7



2.5 TIEFENSUCHE

Wir sprehen vom Besuhen von Knoten bzw. Pfeilen, wenn diese abgearbeitet werden.

Im folgenden werden die wihtigsten Eigenshaften und die Bedeutung der Felder d, f , p und

olour zusammengefaÿt.

Das Feld olour stellt für jeden Knoten den Besuhszustand dar. Zu Beginn ist jeder Knoten

weiÿ gefärbt, wird er das erste Mal besuht, erfolgt eine Färbung nah grau. Diese Farbe zeigt

den Zustand besuht, aber noh unbesuhte Nahfolger an. Der Zustand shwarz bedeutet, daÿ

der Knoten besuht ist und nur besuhte Nahfolger besitzt.

Das Feld p de�niert eine Vater-Kind-Relation, die als Abbildung p : V ! V [ fnilg aufgefaÿt

wird. Die Felder d und f sind Zeitmarkierungen und stellen die Zeit des ersten bzw. des letzten

Besuhes dar.

Die Menge T := f(p[v℄; v) j v 2 V ^ p[v℄ 6= nilg de�niert einen Graphen, den DFS-Wald. Falls

alle Knoten von der gewählten Wurzel aus erreihbar sind, ist der Graph ein Baum und wird

DFS-Baum genannt. In diesem Fall ist die umgebende Prozedur searh nur zur Initialisierung

notwendig.

Die Komplexität des Algorithmus searh beträgt O(jV j+ jEj).

Durh einen DFS-Durhlauf können alle Pfeile in vier vershiedene Klassen eingeteilt werden.

De�nition 2.2. Seien G = (V;E) ein Graph und t = (V; T ) ein DFS-Wald, erzeugt durh

einen Aufruf von searh(G). Dann ist E disjunkte Vereinigung von vier Mengen von Pfeilen.

Baumpfeile (x; y) 2 T :() (x; y) 2 f(p[v℄; v) j v 2 V ^ p[v℄ 6= nilg

Vorwärtspfeile (x; y) 2 F :() (x; y) 2 EnT ^ (x; y) 2 T

�

^ x 6= y

Rükwärtspfeile (x; y) 2 B :() (x; y) 2 EnT ^ (y; x) 2 T

�

Querpfeile (x; y) 2 C :() (x; y) 2 En(T [ B [ F )

Die Klassi�kation der Pfeile kann auh anhand der d- und f -Felder erfolgen, was sih im

folgenden Lemma ausdrükt:

Lemma 2.1. Seien G = (V;E) ein Graph und T , B, C, F die Klassi�kation der Pfeile nah

einem DFS-Durhlauf. Dann kann ein Pfeil (x; y) 2 EnT wie folgt durh die Felder d und f

harakterisiert werden:

� (x; y) 2 F () d[x℄ < d[y℄ < f [y℄ < f [x℄

� (x; y) 2 B () d[y℄ � d[x℄ < f [x℄ � f [y℄

� (x; y) 2 C () d[y℄ < f [y℄ < d[x℄ < f [y℄

Der Beweis �ndet sih bei Tarjan [31℄.

Die Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel für einen Tiefensuhdurhlauf eines Graphen sowie die

Klassi�kation der Pfeile. Dabei werden auÿerdem die Zeitmarkierungen d (links) und f (rehts)

8
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Abbildung 2.1: DFS-Durhlauf und Klassi�kation

angegeben. Aus dem rehten Bild ist auh graphish anshaulih die Bedeutungen der Pfeil-

klassen zu erkennen.

Mit Hilfe eines DFS-Durhlaufes wird durh den DFS-Baum T eine Ordnung auf den Knoten

durh x <

T

y :() d[x℄ < d[y℄ de�niert. Umgekehrt ist es möglih, durh eine gegebene

Ordnung die Auswahl des nähsten Nahfolgers eindeutig zu bestimmen.

In einem Graphen G = (V;E) mit DFS-Baum T wird die Abbildung lowpoint : V ! V wie

folgt für jeden Knoten v 2 V de�niert:

lowpoint(v) := min

<

T

(fvg [ fy 2 V j 9 z 2 V : v

�

��!

T

z ^ (z; y) 2 Bg):

Für einen gegebenen Knoten v betrahten wir also alle Knoten u, die von v aus auf einem

(mögliherweise leeren) Weg erreiht werden können, der aus einem Weg in T gefolgt von höh-

stens einem Rükwärtspfeil besteht. Dann wird lowpoint(v) als das Minimum der erreihbaren

Knoten u gesetzt.

Im Beispiel der Abbildung 2.1 ist der lowpoint des Knotens f der Knoten d.

Für zwei Knoten x und y de�nieren wir den nähsten gemeinsamen Vorfahren (engl. lowest

ommon anestor, la) bezüglih des DFS-Baumes T wie folgt:

la(x; y) := max

<

T

fu j u

�

��!

T

y ^ u

�

��!

T

xg:

In der Abbildung 2.1 ist der nähste gemeinsame Vorfahr der Knoten b und f der Knoten .
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Kapitel 3

Problemstellung

In diesem Kapitel wollen wir mit Hilfe der im vorherigen Abshnitt eingeführten Grundlagen,

die in der Einleitung shon angesprohenen Begriffe formal einführen. Danah wollen wir wih-

tige Eigenshaften erarbeiten und die gestellten Aufgaben auf speziellere Probleme reduzieren.

Abshlieÿend stellen wir die wihtigsten Arbeiten zu diesem Themengebiet in ihrer zeitlihen

Entwiklung dar.

3.1 De�nitionen

Zunähst de�nieren wir die minimalen Äquivalenzgraphen und transitiven Reduktionen:

De�nition 3.1. Sei G = (V;E) ein Graph. Ein Graph H = (V; F ) heiÿt anzahlminimaler

Äquivalenzgraph bzw. Meg (engl.: minimum equivalent digraph), falls gilt:

(i) F � E

(ii) G

�

= H

�

(iii) 8 I = (V;R) : R � E ^ G

�

= I

�

=) jF j � jRj.

F ist also in der Menge fR j R � E ^ E

�

= R

�

g ein minimales Element bezüglih der

Anzahl der Pfeile. Dabei bezeihne OPT (G) := jF j die minimale Pfeilanzahl.

De�nition 3.2. Sei G = (V;E) ein Graph. Ein Graph H = (V; F ) heiÿt inklusionsminimaler

Äquivalenzgraph bzw. transitive Reduktion, falls gilt:

(i) F � E

(ii) G

�

= H

�

(iii) 8 I = (V;R) : R � F ^ G

�

= I

�

=) F � R.

F ist also in der Menge fR j R � E ^ E

�

= R

�

g ein minimales Element bezüglih der

Mengeninklusion auf der Pfeilmenge.

Eine transitive Reduktion von G wird häu�g mit G

�

bezeihnet.
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3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Wir werden in dieser Arbeit immer von einem Meg (Mehrzahl: Meg's) und einer transitiven

Reduktion eines Graphen sprehen.

Ein Approximationsalgorithmus zu einem Optimierungsproblem de�nieren wir wie folgt:

De�nition 3.3. Es sei ein Optimierungsproblem mit Universum M , zulässigem Bereih Z,

linearer Ordnung (O;�) und Zielfunktion zf : M ! O gegeben. Ein Approximationsalgorith-

mus mit Approximationsfaktor (Güte) � liefert ein Element n 2 Z, so daÿ gilt:

� �min fzf(m) j m 2 Zg � zf(n).

Bemerkung 3.1. Wir werden im folgenden immer nur approximative Algorithmen zum Pro-

blem Meg betrahten, d.h. wir suhen zu einem gegebenen Graphen G = (V;E) auf dem Uni-

versum M := f(V; F ) j F � V �V g, dem zulässigem Bereih Z := fH j H 2M ^G

�

= H

�

g,

der linearen Ordnung (N;�) und der Zielfunktion zf : M ! N (V; F ) 7! jF j eine Approxi-

mation des Meg von G.

Ob ein Pfeil in einem Graphen notwendig ist, läÿt sih durh die De�nition der Reduzierbarkeit

ausdrüken:

De�nition 3.4. Sei G = (V;E) ein Graph. Ein Pfeil e = (v; w) 2 E heiÿt reduzierbar (in

G), falls es einen einfahen Weg W von v nah w in (V;Enf(v; w)g) gibt. Dabei wird W der

reduzierende Weg genannt.

Bemerkung 3.2. Für die De�nition der Reduzierbarkeit eines Pfeiles benötigen wir niht un-

bedingt einen einfahen Weg, es reiht auh ein �normaler� Weg. Die De�nition ist äquivalent

zu der Tatsahe, daÿ (V;E) und (V;Enf(v; w)g) dieselbe re�exiv-transitive Hülle haben.

Allgemeines Ziel ist es nun, einen Algorithmus zu entwikeln, der für einen Graphen einen

Meg berehnet.

3.2 Eigenshaften und Reduktion

Zuerst beshäftigen wir uns mit einigen grundlegenden Eigenshaften von transitiven Reduk-

tionen und Meg's, danah werden wir die Probleme komplexitätstheoretish einordnen und

auf einfahere Probleme reduzieren.

Zunähst halten wir in folgenden Bemerkungen die Eigenshaften zur Existenz und Eindeu-

tigkeit von Meg's und transitiven Reduktionen fest:

Bemerkung 3.3. Eine transitive Reduktion und ein Meg eines Graphen existieren immer,

da sie minimale Elemente von nihtleeren, endlihen Mengen sind.

Bemerkung 3.4. Transitive Reduktionen und Meg's eines Graphen sind niht eindeutig.

Zu dem Graphen G (links) in Abbildung 3.1 sind sowohl G

1

�

(Mitte) als auh G

2

�

(rehts)

transitive Reduktionen und Meg's.

Da die in der De�nition 3.1.(iii) auftretende Ordnung ��� stärker ist als � � � in 3.2.(iii) folgt:
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Abbildung 3.1: Vershiedene transitive Reduktionen und Meg's eines Graphen

Bemerkung 3.5. Jeder Meg ist auh eine transitive Reduktion. Die Umkehrung gilt i.a.

niht.

Bemerkung 3.6. Zwei transitive Reduktionen können von untershiedliher Kardinalität

sein. Zwei Meg's sind laut De�nition gleihmähtig.

Abbildung 3.2 zeigt den Graphen H (links) mit den transitiven Reduktionen H

1

�

(Mitte) und

H

2

�

(rehts). Dabei enthält H

1

�

weniger Pfeile als H

2

�
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�

Abbildung 3.2: Vershiedene Kardinalitäten von transitiven Reduktionen

Nahdem wir nun einige grundlegende Eigenshaften erarbeitet haben, wollen wir Algorithmen

zur Berehnung von Meg's und transitiven Reduktionen entwikeln. Dazu betrahten wir

zunähst die Einordnung der Probleme in die groÿen Komplexitätsklassen P und NP [10, 26℄.

Theorem 3.1. Die Berehnung eines Meg eines Graphen G ist NP-hart.

Beweis: Zu dem Optimierungsproblem Meg betrahten wird das entsprehende � ja/nein�-

Problem Meg(k), das wie folgt lautet: Gibt es zu gegebenem Graphen G und k 2 N einen

Meg von G mit weniger als k Pfeilen?

Sei G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph und k = jV j. Dann ist die Lösung des

Problems Meg(k) für G gerade eine Lösung für das Problem HAMILTON , das in G einen

Hamiltonkreis suht.

Da dieses Problem aberNP-vollständig [10℄ ist, folgt, daÿ die Berehnung einesMegNP-hart

ist.
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3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Die Berehnung eines Meg in allgemeinen Graphen ist also in polynomieller Zeit voraussiht-

lih niht möglih, d.h. sie ist, falls P 6= NP gilt, niht ef�zient durhführbar.

Da wir aber an polynomiellen Algorithmen interessiert sind, müssen wir nah anderen Mög-

lihkeiten suhen. Dabei werden wir uns in geeigneter Weise einshränken müssen.

Allgemeine Vorgehensweisen sind dabei, sih auf spezielle Graphen zu beshränken oder niht

das anzahlminimale Problem, sondern daÿ inklusionsminimale zu lösen. Eine weitere Heran-

gehensweise ist es, eine Approximation zu berehnen.

Wir wollen nun auf diese Möglihkeiten eingehen und uns zuerst auf kreisfreie Graphen be-

shränken.

Lemma 3.1. Sei G = (V;E) ein kreisfreier Graph. Dann ist der Graph (V;E \ E E

+

) die

einzige transitive Reduktion und damit ein Meg von G.

Beweis: Seien E

�

:= E \ E E

+

und T := fX � E j X

�

= E

�

g. Wir zeigen, daÿ E

�

ein

minimales Element von T ist, daÿ also E

�

eine untere Shranke von T ist, und E

�

2 T gilt.

(i) Sei X � E mit X

�

= E

�

gegeben. Dann gilt:

� E

�

\ X = E \ E E

+

\ X � E.

� Da E kreisfrei ist (E

+

� I), tri�t dies auh für X zu (X

+

� I).

Aus I [ X

+

= X

�

= E

�

= I [ E

+

folgt, daÿ X

+

= E

+

und

E

�

\ X = E \ E E

+

\ X � E E

+

\ X = E

+

E

+

\ X = X

+

X

+

\ X

= X

+

X

+

[ X = X

+

= E

+

� E

gilt.

Aus E

�

\ X � E und E

�

\ X � E, folgt E

�

\ X = O. Also gilt E

�

� X. Daraus

folgt, daÿ E

�

eine untere Shranke von T ist.

(ii) Zeige nun, daÿ E

�

2 T gilt, d.h. E

�

�

= E

�

.

Aus E

�

= E \ E E

+

� E und der Monotonie von

�

folgt E

�

�

=

�

E \ E E

+

�

�

� E

�

.

Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen.

Diese weisen wir komponentenweise nah. Seien dazu x; y 2 V mit E

�

xy

. Da G endlih

und kreisfrei ist, gibt es einen längsten Weg W := (x = x

0

; : : : ; x

n

= y) von x nah y,

also gilt E

x

i�1

x

i

für alle i 2 f1; : : : ; ng.

Ann.: 9 i 2 f1; : : : ; ng mit (E E

+

)

x

i�1

x

i

. Dann ist W

0

= (x

0

; : : : ; x

i�1

; : : : ; x

i

; : : : ; x

n

)

ein eht längerer Weg von x nah y. Widerspruh.

Es folgt, daÿ

�

E E

+

�

x

i�1

x

i

für alle i 2 f1; : : : ; ng gilt. Also folgt für alle i 2 f1; : : : ; ng :

�

E \ E E

+

�

x

i�1

x

i

. Insgesamt ergibt sih

�

E \ E E

+

�

�

xy

.

Also ist E

�

das einzige minimale Element der Menge T und (V;E\E E

+

) die einzige transitive

Reduktion von G.

13



3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Das Lemma 3.1. liefert ein Verfahren zur Bestimmung einesMeg in einem kreisfreien Graphen.

Graphentheoretish gesprohen sind also genau die Pfeile im Meg, die im Originalgraphen

enthalten sind und für die es keinen anderen Weg als den Pfeil selbst gibt.

Es folgt, daÿ die Berehnung eines Meg in einem kreisfreien Graphen in polynomieller Zeit

möglih ist. Dazu benötigen wir im wesentlihen �nur� einen Algorithmus zur Bestimmung der

re�exiv-transitiven Hülle. Für dieses Problem wurden shon eine Vielzahl von Algorithmen

entwikelt, die hier niht diskutiert werden. Wir verweisen aber auf die Arbeit von Strassen

[30℄, in der zur Berehnung der re�exiv-transitiven Hülle die Matrizenmultiplikation verwendet

wird. Der dort entwikelte Algorithmus benötigt die Laufzeit O(jV j

2;8

).

Eine Beshränkung auf stark zusammenhängende Graphen ist wegen des Beweises zum Theo-

rem 3.1. niht möglih. Die Berehnung eines Meg ist also nur in kreisfreien Graphen in po-

lynomieller Zeit möglih. Daher werden wir im folgenden unser allgemeines Ziel einshränken

und uns auf die leihteren Probleme der transitiven Reduktionen und der Approximationen

beshränken.

Dazu zeigen wir in Lemma 3.2., daÿ man sih bei der Entwiklung von Algorithmen für tran-

sitive Reduktionen und Approximationen auf stark zusammenhängende Graphen beshränken

kann.

Lemma 3.2. Seien G = (V;E) ein Graph und T ein polynomieller Algorithmus, der zu

einem stark zusammenhängenden Graphen eine transitive Reduktion berehnet. Dann ist eine

transitive Reduktion von G in polynomieller Zeit berehenbar.

Beweis: Sei G

0

der zugehörige Reduktionsgraph von G mit den starken Zusammenhangs-

komponenten G

1

; : : : ; G

k

. Sei G

0

�

eine transitive Reduktion von G

0

, die nah Lemma 3.1. in

polynomieller Zeit berehenbar ist. Auÿerdem sei G

�

ein Graph, der für jeden Pfeil aus G

0

�

einen Repräsentanten aus E enthält. Dieser kann nah der Bemerkung 2.1. in polynomieller

Zeit gefunden werden.

De�niere nun F :=

S

1�i�k

E(T (G

i

)) [ E(G

�

) und den Graphen H := (V; F ). Dann ist H in

polynomieller Zeit berehenbar.

Wir zeigen nun, daÿ H eine transitive Reduktion von G ist.

Seien dazu x; y 2 V mit x

�

��!

G

y. Wir zeigen x

�

��!

H

y.

(i) x und y liegen in einer Zusammenhangskomponente G

i

für ein i 2 f1; : : : ; kg. Da T

einen stark zusammenhängenden Graphen berehnet, ist in T (G

i

) ein Weg von x nah

y enthalten.

(ii) x liegt in G

i

, y in G

j

mit i; j 2 f1; : : : ; kg. Sei P der Weg in G

�

von G

i

nah G

j

und

Q = (q

0

; : : : ; q

l

) der entsprehende Weg in G

0

�

. Dabei sind q

0

2 G

i

und q

l

2 G

j

. Dieser

Weg existiert, da x und y in G verbunden sind. Also ist auh er in der transitiven

Reduktion enthalten. Da T (G

i

) und T (G

j

) stark zusammenhängend sind, gibt es Wege

P

1

= (x; : : : ; q

0

) und P

2

= (q

l

; : : : ; y). Daraus folgt, daÿ (x; : : : ; q

0

; : : : ; q

l

; : : : ; y) ein Weg

von x nah y in G ist.
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3.2 EIGENSCHAFTEN UND REDUKTION

Auÿerdem ist H ein Untergraph von G, und die Inklusionsminimalität folgt aus der von G

0

�

sowie aus der entsprehenden Eigenshaft der transitiven Reduktionen T (G

i

).

Lemma 3.3. liefert ein Verfahren, um eine transitive Reduktion in einem Graphen zu berehnen.

Dieses ist in Tabelle 3.1 dargestellt.

Bestimme den Reduktionsgraphen G

0

von G

Bestimme für G

0

eine transitive Reduktion gemäÿ Lemma 3.1.

Bestimme transitive Reduktionen für jede starke Zusammenhangskomponente

Tabelle 3.1: Algorithmus zur Bestimmung einer transitiven Reduktion in allgemeinen Graphen

Bemerkung 3.7. Lemma 3.2. kann auh mit einem Algorithmus T bewiesen werden, der

in polynomieller Zeit einen �-approximativen Graphen berehnet. Dann ist das Ergebnis H

�-approximativ.

Der oben beshriebene Ansatz legt nahe, sih auf stark zusammenhängende Graphen zu be-

shränken. Deshalb werden wir nun einige Eigenshaften speziell für stark zusammenhängende

Graphen festhalten:

Lemma 3.3. Sei G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph. Dann gilt:

(i) OPT (G) � jV j.

(ii) Sei (v

0

; : : : ; v

n

) ein Hamiltonkreis in G. Dann ist M := (V; f(v

i�1

; v

i

) j 1 � i � ng) ein

Meg von G.

(iii) Jede transitive Reduktion von G beinhaltet höhstens 2jV j � 2 Pfeile.

(iv) In jeder transitiven Reduktion und jedem Meg von G ist keine Shlinge enthalten.

Beweis:

(i) Da jeder Graph mit weniger als jV j Pfeilen niht zusammenhängend ist, folgt die Be-

hauptung.

(ii) Da jE(M)j = jV j gilt, folgt die Aussage mit (i).

(iii) Seien root 2 V ein ausgezeihneter Knoten, S ein Baum und T ein Wurzelbaum jeweils

zur Wurzel root und H := S [ T . Dann ist H = S [ T � G. Zum Beweis, daÿ H stark

zusammenhängend ist, seien x; y 2 V . Dann ist x

�

��!

T

root

�

��!

S

y ein Weg von x nah y.

Für einen relationalen Beweis seien root der entsprehende Punkt der Menge V und U

der zu T entsprehende Baum im transponierten Graphen. Beahte auÿerdem, daÿ wir

mit S und U sowohl die Graphen als auh die Relationen bezeihnen. Dann gilt:

L = L root

T

root L = (root L)

T

root L � (U

�

)

T

S

�

= (U

T

)

�

S

�

� (S [ U

T

)

�

= H

�
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3.3 GESCHICHTLICHE ENTWICKLUNG

Auÿerdem gilt: jE(H)j = jE(S [ T )j � jE(S)j + jE(T )j = 2jV j � 2.

Also besitzt jeder Graph mit mehr als 2jV j � 2 Pfeilen einen ehten Untergraphen, der

stark zusammenhängend ist. Also ist er selbst niht inklusionsminimal.

(iv) Die Behauptung folgt aus G

�

= (V;Enf(x; x)g)

�

für alle x 2 V und der Minimalität

einer transitiven Reduktion bzw. eines Meg.

Das Ziel besteht nun darin, in den nähsten Kapiteln Algorithmen für stark zusammenhän-

gende Graphen zu entwikeln, die transitive Reduktionen oder Approximationen eines Meg

berehnen. Dabei sind Approximationen nur dann sinnvoll, wenn die Güte besser als 2 ist, da

jede transitive Reduktion nah Lemma 3.3. diese Güte besitzt.

� Im vierten Kapitel wird ein einfahes Durhlaufverfahren zur Berehnung einer transiti-

ven Reduktionen entwikelt, das keinem Autor zugeordnet werden kann. Wir nennen es

in dieser Arbeit Minimierungsverfahren.

� Im nähsten Kapitel wird ebenfalls ein Algorithmus zur Berehnung einer transitiven

Reduktion erarbeitet, dessen Ideen aus einer Arbeit von Simon [28℄ stammt.

� Im sehsten Kapitel entwikeln wir einen approximativen Algorithmus, dessen Grund-

gedanken aus einer Arbeit von Khuller et al. [20℄ stammen.

3.3 Geshihtlihe Entwiklung

Zum Abshluÿ dieses Abshnittes wird eine zeitlihe Übersiht der Arbeiten zu diesem Thema

gegeben.

Untersuhungen zu diesem Themengebiet gibt es seit Ende der 60er Jahre. Moyles und Thom-

son [21℄ veröffentlihten 1969 eine leiht fehlerhafte Arbeit zur Berehnung eines Meg.

In der Arbeit von Aho, Garey und Ullmann [1℄ im Jahr 1972 wurden kreisfreie Graphen

untersuht. Desweiteren betrahteten sie ein abgewandeltes Problem, in dem das Ergebnis

niht Untergraph des Originalgraphen sein muÿte. In kreisfreien Graphen maht dies keinen

Untershied, in stark zusammenhängenden Graphen kann aber ein polynomieller Algorithmus

für das Problem Meg angegeben werden.

1975 korrigierte Hsu [17℄ die Arbeit von Moyles und Thomson und untersuhte Meg's.

In der Arbeit von Noltemeier [22℄, ebenfalls aus dem Jahre 1975, wurden kreisfreie und allge-

meine Graphen untersuht. Noltemeier bezeihnete seine Ergebnisse als transitiv irreduzible

Kerne.

Im Jahr 1989 stellte Simon [28℄ einen linearen Algorithmus zur Berehnung von transitiven

Reduktionen vor. Diese Arbeit wird im Kapitel 5 vorgestellt, sie ist aber fehlerhaft.

Gibbons et al. [11℄ stellten 1991 einen parallelen Algorithmus vor, die Arbeit enthält als

Ergänzung auh sequentielle Ansätze.

Ein approximativer Ansatz wurde im Jahre 1995 von Khuller et al. [20℄ vorgestellt. Diese

Arbeit ist Grundlage des Kapitels 6.
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Kapitel 4

Minimierungsalgorithmus

Dieser Abshnitt beinhaltet einen einfahen Ansatz zur Berehnung einer transitiven Reduk-

tion für einen stark zusammenhängenden Graphen.

Der vorgestellte Algorithmus ist stark an ein Durhlaufverfahren angelehnt und wird in diesem

Kapitel formal entwikelt. Deswegen wird zuerst ein generishes Programm zur Berehnung

allgemeiner inklusionsminimaler Probleme vorgestellt [5℄, mit dessen Hilfe dann im zweiten

Teil eine transitive Reduktion berehnet werden kann.

Der Vorteil dieses Ansatzes liegt in seiner Kürze und Einfahheit. Er ist formal entwikelbar

und für praktishe Zweke shnell und korrekt zu implementieren.

Als Voraussetzung werden noh einige Grundlagen für diesen Abshnitt geklärt, abshlieÿend

die theoretishen Eigenshaften zusammengefaÿt und der Algorithmus an einigen Beispielen

verdeutliht.

4.1 Grundlagen

Als Grundlagen benötigen wir den Hoare-Kalkül [12℄ und vor allem die Relationentheorie, die

in Abshnitt 2.2 vorgestellt wurde.

Um in diesem Kapitel ein while-Programm p der Form

init; while b do body end;

entwikeln zu können, wollen wir aus dem Themenbereih der Programmentwiklung die wih-

tigsten Dinge klarstellen:

Eine Problemspezi�kation besteht aus einer Vorbedingung pre (Beshreibung der Eingabe)

und der Nahbedingung post (Beshreibung der Ausgabe).

Der formale Beweis bzw. die formale Entwiklung beruht meist auf dem Finden einer Shlei-

feninvariante inv. Für das oben stehende Programm p ergeben sih dann folgende drei Be-

weisverp�ihtungen:

(a) Die Formel inv ^ NOT (b)! post ist gültig.
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

(b) Die Hoare-Formel fpreg init finvg ist herleitbar.

() Die Hoare-Formel finv ^ bg body finvg ist herleitbar.

Die Zusiherungen, wie z.B. die Invariante, werden dabei in den Programmtext als finvg

geshrieben.

Durh die Beweisverp�ihtungen ist p partiell korrekt. Um die totale Korrektheit zu zeigen,

müssen wir zusihern, daÿ p terminiert.

Grundlage der Beweise sind zudem einige mengentheoretishe Grundlagen, die wir hier niht

vorstellen wollen. Zur Übersihtlihkeit werden wir für eine Menge X und ein Element x 2 X

anstelle von X [ fxg X [ x bzw. X � x für Xnfxg shreiben.

4.2 Entwiklung des Algorithmus

Wir wollen nun einen Algorithmus entwikeln, der für einen stark zusammenhängenden Gra-

phen eine transitive Reduktion berehnet.

Dazu wird im ersten Teil ein generishes Programm für inklusionsminimale Probleme ent-

wikelt und anshlieÿend verfeinert, das wir im zweiten Abshnitt verwenden, um eine transi-

tive Reduktion zu berehnen.

4.2.1 Generishes Programm für inklusionsminimale Probleme

Zur Entwiklung des generishen Programms nehmen wir uns eine endlihe Menge M , ein

Prädikat P auf der Potenzmenge Pot(M) und ein Element R 2 Pot(M) her. Dabei sei das

Prädikat P nah oben vererbend, d.h.

8 X;Y 2 Pot(M) : X � Y ^ P(X) =) P(Y ):

Diese Annahme maht Sinn, da wir sonst niht von minimal bezüglih der Inklusion sprehen

können. Es folgt, daÿ das negierte Prädikat :P nah unten vererbend ist, d.h. es gilt:

8 X;Y 2 Pot(M) : Y � X ^ :P(X) =) :P(Y ):

Wir nehmen an, daÿ wir für die Eingabe R eine inklusionsminimale Teilmenge berehnen

wollen, die das Prädikat P erfüllt. Dabei wollen wir das Ergebnis in der Variablen A speihern

und formulieren diese Aussage als Nahbedingung des generishen Programms:

post(R;A)

^

= P(A) ^ A � R ^ 8 X 2 Pot(A) : P(X) ! X = A:

Zum Bestimmen der Invariante wird nun die Nahbedingung abgeshwäht. Dies führt mit

einer Variablen B auh zur Abbruhbedingung der while-Shleife und entspriht der Beweis-

verp�ihtung (a).
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

post(R;A)

(i)

() P(A) ^ A � R ^ 8 X 2 Pot(A) : P(X)! X = A

(ii)

() P(A) ^ A � R ^ 8 X 2 Pot(A) : X 6= A! :P(X)

(iii)

() P(A) ^ A � R ^ 8 x 2 A : :P(A� x)

(iv)

(= P(A) ^ A � R ^ B = ; ^ B � A ^ 8 x 2 AnB : :P(A� x)

Der Shritt (i) ist die De�nition von post, (ii) verwendet die Kontraposition und (iv) eine

Verstärkung mit der Variablen B. Zu untersuhen ist noh der Shritt (iii). Die Rihtung

�=)� folgt, da für alle x 2 A auh A � x 2 Pot(M) ist. Die umgekehrte Rihtung �(=�

begründen wir wie folgt: Sei dazu X � A. Dann existiert ein Element x 2 A mit X � A�x.

Aus :P(A�x) und der nah unten vererbenden Eigenshaften von :P folgt, daÿ :P(X) gilt.

Aus der Ableitung müssen wir nun die Abbruhbedingung und die Invariante extrahieren.

Dabei wird B 6= ; zur Abbruhbedingung, der Rest zur Invariante der while-Shleife, die

dann wie folgt aussieht:

inv(R;A;B)

^

= P(A) ^ A � R ^ B � A ^ 8 x 2 AnB : :P(A� x)

Die so erarbeiteten Zusiherungen führen zum in Tabelle 4.1 dargestellten Shema Min.

funtion Min(R)

� � �

finv(R;A;B)g

while B 6= ; do

� � �

end;

fpost(R;A)g

return A

Tabelle 4.1: Pseudoode Shema Min

Nah Beweisverp�ihtung (b) suhen wir nun eine passende Initialisierung, um die Invariante

zu etablieren. Da wir P nah oben vererbend angenommen haben, ist es sinnvoll, als Vorbe-

dingung pre(R)

^

= P(R) zu wählen. Falls R selbst das Prädikat niht erfüllt, existiert auh

keine inklusionsminimale Teilmenge. Es gilt:

pre(R)

(i)

() P(R)

(ii)

() P(R) ^ R � R ^ R � R ^ 8 x 2 ; : :P(R� x)

(iii)

() inv(R;R;R)
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Die Shritte (i) und (iii) entsprehen dabei den De�nitionen von pre und inv, (ii) ist eine

Auffüllung der Formel mit trivial wahren Werten.

Diese Ableitung legt nahe, die Variablen A und B jeweils mit R zu initialisieren.

Wir müssen jetzt lediglih noh den Shleifenrumpf entwikeln. Nah Beweisverp�ihtung ()

muÿ dieser die Invariante aufrehterhalten. Wir können die Abbruhbedingung B 6= ; sowie

inv(R;A;B) annehmen. Auÿerdem sei b 2 B gegeben. Wir entwikeln nun in 2 Fällen den

Shleifenrumpf.

Im ersten Fall nehmen wir an, daÿ P(A � b) gilt:

inv(R;A;B) ^ P(A � b)

(i)

() P(A) ^ P(A� b) ^ A � R ^ B � A ^ 8 x 2 AnB : :P(A� x)

(ii)

=) P(A) ^ P(A� b) ^ A � R ^ B � b � A� b ^ 8 x 2 AnB : :P(A� x)

(iii)

=) P(A� b) ^ A� b � R ^ B � b � A� b ^ 8 x 2 AnB : :P((A � b)� x)

(iv)

=) P(A� b) ^ A� b � R ^ B � b � A� b ^ 8 x 2 (AnB)� b : :P((A � b)� x)

(v)

() P(A� b) ^ A� b � R ^ B � b � A� b

^ 8 x 2 (A� b)n(B � b) : :P((A� b)� x)

(vi)

() inv(R;A� b;B � b)

Shritt (i) und (vi) entsprehen dabei den De�nitionen von inv, die Shritte (ii), (iv) und

(v) sind einfahe Mengentheorie und Logik. Der Shritt (iii) folgt aus P(A� b) und der nah

unten vererbenden Eigenshaft von :P. Also gilt auh :P((A� b)� x) für alle x 2 AnB.

Im zweiten Fall gilt P(A� b) niht:

inv(R;A;B) ^ :P(A� b)

(i)

() P(A) ^ :P(A� b) ^ A � R ^ B � A ^ 8 x 2 AnB : :P(A� x)

(ii)

=) P(A) ^ :P(A� b) ^ A � R ^ B � b � A ^ 8 x 2 AnB : :P(A� x)

(iii)

() P(A) ^ A � R ^ B � b � A ^ 8 x 2 (AnB) [ b : :P(A� x)

(iv)

() P(A) ^ A � R ^ B � b � A ^ 8 x 2 An(B � b) : :P(A� x)

(v)

() inv(R;A;B � b)

Auh hier sind die Shritte (i) und (v) die De�nition von inv. (ii) und (iv) sind einfahe

Mengentheorie und Logik. Shritt (iii) benutzt wieder die nah unten vererbende Eigenshaft

von :P.

Wir stellen fest, daÿ B jeweils durh B� b ersetzt, und A nur im ersten Fall A� b zugewiesen

werden muÿ.
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

funtion Min(R)

fpre(R)g

A;B := R;R;

finv(R;A;B)g

while B 6= ; do

b := elem(B);

if P(A� b)

then A;B := A� b;B � b;

else B := B � b;

end;

end;

fpost(R;A)g

return A

Tabelle 4.2: Pseudoode Min

Aus der erarbeiteten Invariante, der Abbruhbedingung, der Initialisierung und dem Shlei-

fenrumpf ergibt sih der in Tabelle 4.2 dargestellte Pseudoode für das generishe Programm

Min. Dabei nehmen wir an, daÿ elem(X) ein Element der (nihtleeren) Menge X liefert.

Mit der Herleitung unter Berüksihtung der drei Beweisverp�ihtungen ist die partielle Kor-

rektheit von Min gezeigt. Da in jedem Durhlauf der while-Shleife die endlihe Menge B eht

verkleinert wird, folgt die Terminierung und damit die totale Korrektheit.

Verfeinerungen

Die Laufzeit des generishen Programms hängt vor allem von der Anzahl der Durhläufe der

while-Shleife sowie von den Kosten zur Auswertung des Prädikates P ab. Wir wollen nun

durh zwei Verfeinerungen die Gesamtkosten senken.

Um den Aufwand für das Auswerten des Prädikates P zu verringern, ist es manhmal möglih,

ein weiteres Prädikat Q auf Pot(M)�M einzuführen, das folgender Eigenshaft genügt:

P(X � b) () P(X) ^ Q(X; b) f:a: X 2 Pot(M); b 2 X

Da P(X) als Shleifeninvariante gilt und durh b := elem(B) diese Eigenshaft niht verändert

wird, brauht nur Q(X; b) ausgewertet werden.

Dieses ist vor allem dann sinnvoll, wenn die Auswertung von Q(X; b) shneller erfolgen kann

als die von P(X � b).

Eine weitere Verbesserungsmöglihkeit ist es, die Initialisierung zu einer Vorberehnung zu

erweitern. Dabei wird eine Menge S gesuht, die P(S) und S � R erfüllt, durh einen

anderen Ansatz ef�zient berehenbar und deren Kardinalität viel kleiner als die von R ist.

Diese muÿ bei der jeweiligen speziellen Instantiierung entsprehend gewählt werden.
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Mit der vorgeshalteten Vorberehnung sowie einem PrädikatQ sieht das verfeinerte generishe

Programm Min' wie in Tabelle 4.3 aus.

funtion Min'(R)

fpre(R)g

� V orberehnung von S �

fP(S) ^ S � Rg

A;B := S; S;

finv(R;A;B)g

while B 6= ; do

b := elem(B);

if Q(A; b)

then A;B := A� b;B � b;

else B := B � b;

end;

end;

fpost(R;A)g

return A

Tabelle 4.3: Pseudoode Min'

4.2.2 Transitive Reduktion als Spezialfall des generishen Programms

Gegeben sei nun ein Graph G = (V;R). Nah der Problemstellung können wir G als stark

zusammenhängend annehmen. Dabei wählen wir die Menge M und das Prädikat P, so daÿ

die Nahbedingung post(R;A) der Forderung einer transitiven Reduktion entspriht. Dazu sei

M := V �V und P(X) :() X

�

= L. Dann ist P nah oben vererbend. Wir ersetzen auÿerdem

die allgemeine mengentheoretishe Operation elem durh die relationale atom, die aus einer

(nihtleeren) Pfeilmenge einen Pfeil liefert, und die mengentheoretishen Operationen durh

die entsprehenden relationentheoretishen.

Dann lassen sih die Zusiherungen innerhalb von Min wie folgt shreiben:

Vorbedingung (pre)

^

= fR

�

= Lg

Invariante (inv)

^

= fA

�

= L ^ A � R ^ B � A ^ 8 x 2 AnB : (A \ x)

�

6= Lg

Nahbedingung (post)

^

= fA

�

= L ^ A � R ^ 8 x 2 A : (A \ x)

�

6= Lg

Die Vorbedingung entspriht der Tatsahe, daÿ G stark zusammenhängend ist.

Die Invariante kann wie folgt gedeutet werden: Das Zwishenergebnis, der Graph (V;A), ist

ein stark zusammenhängender Untergraph von G, in dem alle Pfeile in AnB niht reduzierbar

in A sind.
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Dabei kann mit Hilfe der Abbruhbedingung B 6= O die Nahbedingung gefolgert werden, die

der Tatsahe entspriht, daÿ der Graph (V;A) eine transitive Reduktion ist.

Wir erhalten durh Einsetzen den in Tabelle 4.4 dargestellten Algorithmus TransRed.

funtion TransRed(R)

fR

�

= Lg

A;B := R;R;

fA

�

= L ^ A � R ^ B � A ^ 8 x 2 AnB : (A \ x)

�

6= Lg

while B 6= O do

b := atom(B);

if (A \ b)

�

= L

then A;B := A \ b;B \ b;

else B := B \ b;

end;

end;

fA

�

= L ^ A � R ^ 8 x 2 A : (A \ x)

�

6= Lg

return A

Tabelle 4.4: Pseudoode TransRed

Verfeinerungen

Entsprehend der Entwiklung des generishen Programms wollen wir die im vorherigen Ab-

shnitt vorgestellten allgemeinen Verfeinerungen speziell für dieses Problem umsetzen.

Dazu entwikeln wir zuerst eine Vorberehnung, die graphentheoretish gesprohen einen stark

zusammenhängenden Untergraphen liefert. Als weitere Forderung soll die Anzahl der Pfeile

möglihst klein und die gesamte Vorberehnung shnell durhführbar sein.

Wir lassen uns durh das Lemma 3.3. leiten und vereinigen einen Baum und einen Wurzelbaum

mit gemeinsamer Wurzel des eingegebenen Graphen.

Daÿ dabei ein stark zusammenhängender Untergraph berehnet wird, folgt sofort aus dem

Beweis zum Lemma.

Dabei nehmen wir nun einen Algorithmus Tree an, der zu einem Graphen Q und einem Punkt

p einen Baum berehnet. Formal heiÿt dies, daÿ der Baumalgorithmus der Vorbedingung

Q

�

= L ^ p = p L ^ pp

T

� I ^ p

T

= L

und der Nahbedingung

T � Q ^ p L � T

�

^ TT

T

� I ^ T

+

� I

genügt.

23



4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Typishe Beispiele für solhe Algorithmen sind die Tiefensuhe [31, 6℄ und die Breitensuhe

(engl.: breadth �rst searh, BFS) [18, 23℄. Das erste Verfahren wurde shon in Abshnitt 2.5

vorgestellt, das Ergebnis ist der DFS-Baum. Der zweite Ansatz ist dadurh harakterisiert,

daÿ zuerst alle Nahfolger vor den anderen Knoten besuht werden. Auh hier kann leiht ein

Baum zurükgegeben werden.

Für einen eingegebenen Graphen G = (V;R) kann mit Hilfe dieser Vorberehnung die Anzahl

der Durhläufe von jRj auf mindestens 2jV j � 2 gesenkt werden.

Um die zweite Verfeinerung umzusetzen, wollen wir nun ein Prädikat Q entwikeln.

Seien dazu G = (V;E) ein stark zusammenhängenden Graph und e = (x; y) 2 E ein Pfeil.

Das Prädikat P entsprah bei unserer Instantiierung dem starken Zusammenhang. Um das

Prädikat P für den Graphen G

0

:= (V;Enfeg) zu prüfen, muÿ die Hülle von G

0

berehnet und

anshlieÿend überprüft werden, ob sie dem vollen Graphen entspriht. Diese Auswertungsme-

thode benötigt nah [30℄ O(jV j

2;8

) Zeit.

Da wir aber die Invariante, G ist stark zusammenhängend, voraussetzen können, genügt es zu

überprüfen, ob es einen Weg von x nah y in G

0

gibt. Existiert kein solher Weg, ist G

0

niht

stark zusammenhängend. Andernfalls nehmen wir uns zwei Knoten u; v 2 V und einen Weg

W := u

�

��!

G

v in G her. Falls der Pfeil (x; y) in W vorhanden ist, ersetzen wir diesen durh

den gefundenen Weg in G

0

. Wir erhalten so einen Weg in G

0

von u nah v, womit der starke

Zusammenhang von G

0

gezeigt ist.

Geleitet von dieser Argumentation gilt nun:

P(X \ e) () (X \ e)

�

= L () X

�

= L ^ (X \ e)

�

xy

:

Also können wir nun Q für alle X 2 Pot(M); e = (x; y) 2M wie folgt de�nieren:

Q(X; e) :() (X \ e)

�

xy

:

Das Prädikat Q kann nun shneller ausgewertet werden als P. Q ist genau dann wahr, wenn

der Knoten y im Graphen G

0

von x aus erreihbar ist. Dies kann z.B. mit Hilfe eines Tiefen-

suhdurhlaufes vom Knoten x aus überprüft werden. Damit sind die Kosten zur Auswertung

auf O(jV j+ jEj) gesenkt.

Diese Verfeinerungen führen zu dem neuen Algorithmus TransRed', dargestellt in Tabelle 4.5,

wobei wir die relationentheoretishe Operation point voraussetzen, die aus einem (nihtleeren)

Vektor einen Punkt liefert.

4.2.3 Theoretishe Eigenshaften

In diesem Abshnitt werden die theoretishen Eigenshaften des Algorithmus TransRed' dar-

gestellt.

Zuerst betrahten wir die Güte der entstehenden transitiven Reduktion, sie folgt auh direkt

aus dem Lemma 3.3..
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4.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

funtion TransRed'(R)

fR

�

= Lg

p := point(L);

S := Tree(R; p) [ Tree(R

T

; p)

T

;

fS

�

= L ^ S � Rg

A;B := S; S;

fA

�

= L ^ A � R ^ B � A ^ 8 x 2 AnB : (A \ x)

�

6= Lg

while B 6= O do

b := (x; y) := atom(B);

if (A \ b)

�

xy

then A;B := A \ b;B \ b;

else B := B \ b;

end;

end;

fA

�

= L ^ A � R ^ 8 x 2 A : (A \ x)

�

6= Lg

return A

Tabelle 4.5: Pseudoode TransRed'

Lemma 4.1. Seien G= (V;E) ein stark zusammenhängender Graph und A := TransRed

0

(E).

Der resultierende Graph (V;A) besitzt höhstens 2n� 2 Pfeile, also jAj < 2 � OPT (G).

Beweis: Da jeder Baum von G genau jV � 1j Pfeile besitzt und jeder stark zusammenhän-

gende Graph mindestens jV j Pfeile enthält, gilt:

2 � jV j = 2 � jTree(G)j � 2 � jAj � OPT (G) � jV j:

Es folgt jAj � 2 � OPT (G).

Im folgenden wird die Laufzeit untersuht. Dabei nehmen wir an, daÿ die Berehnung eines

Baumes in Zeit O(jV j + jEj) möglih ist. Dies kann, wie oben erwähnt, mit Hilfe eines DFS-

Durhlaufes oder eines BFS-Durhlaufes geshehen. Auÿerdem kann das Prädikat Q z.B. mit

Hilfe eines DFS-Durhlaufes getestet werden.

Berüksihtigen wir, daÿ der Graph nah der Vorberehnung höhstens 2jV j�2 Pfeile enthält,

ergibt sih folgendes Lemma:

Lemma 4.2. Sei G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph. Bezeihne mit n = jV j

die Anzahl der Knoten. Das Programm TransRed' berehnet eine transitive Reduktion von G

in Zeit O(n

2

), falls der Algorithmus Tree zur Bestimmung eines Baumes höhstens die Zeit

O(n

2

) benötigt.

Beweis: Die Korrektheit wurde shon in der Herleitung gezeigt. Nah dem Lemma zur Güte

ist klar, daÿ die while-Shleife höhstens 2�n-mal durhlaufen wird. Die Shleife selbst besteht
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4.3 BEISPIELE

bis auf die Prüfung (A \ b)

�

xy

aus elementaren Operationen. Die Prüfung des Prädikates Q

kann in O(n + 2 � n) Zeit erfolgen. Die Vorberehnung der Bäume ist nah Voraussetzung

ebenfalls in O(n

2

) möglih, die Operationen point und

T

sind ebenfalls in dieser Zeit möglih.

Als Gesamtaufwand ergibt sih 2 � O(n

2

) + 2 � n � O(n+ 2 � n) = O(n

2

).

4.3 Beispiele

In diesem Abshnitt wird das hergeleitete Verfahren an einigen Beispielen veranshauliht.

Dazu betrahten wir zwei Beispiele.
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Abbildung 4.1: Beispieldurhlauf für das Minimierungsverfahren
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4.3 BEISPIELE

In Abbildung 4.1 wird zuerst der Originalgraph G mit 8 Knoten gezeigt. Im ersten Shritt

wird zur Wurzel 1 ein Baum T

1

sowie ein Wurzelbaum T

2

berehnet. Die beiden Bäume wer-

den vereinigt und in diesem Untergraph jeder Pfeil naheinander geprüft, ob der Graph ohne

diesen Pfeil noh stark zusammenhängend ist. Daher können, abhängig von der Abarbeitungs-

reihenfolge, z.B. zuerst (1; 2) und dann (3; 4) gelösht werden. Das Ergebnis ist eine transitive

Reduktion. Das letzte Bild zeigt auÿerdem einen Meg von G.

Worst-ase Beispiel

Das zweite Beispiel zeigt, daÿ die obere Shranke des Lemmas 4.2. auh erreihbar ist.

Dazu sei der Beispielgraph G auf n Knoten, wie in Abbildung 4.2 ersihtlih, gegeben. Es

erfolgt wieder die Berehnung eines Baumes T

1

und eines Wurzelbaumes T

2

zur Wurzel 1. Der

entstehende Graph ist shon eine transitive Reduktion, d.h. kein Pfeil ist mehr reduzierbar.

Das letzte Bild zeigt auÿerdem einen Meg zu G, der aus einem Hamiltonkreis besteht. Somit

gilt OPT (G) = n. Einfahes Abzählen ergibt, daÿ die transitive Reduktion aus 2n�2 Pfeilen

besteht.
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Meg zu G

Abbildung 4.2: Worst-ase Beispiel zum Minimierungsverfahren

27



Kapitel 5

Algorithmus von Simon

Grundlage dieses Kapitels ist eine Arbeit von Simon [28℄, die zum Ziel hatte, die quadratishe

Laufzeit anderer Verfahren zu senken.

Da diese Arbeit, wie in der Untersuhung festgestellt, aber fehlerhaft ist, wird hier eine ab-

gewandelte Version vorgestellt. Auf den fehlerhaften Teil sowie die Gründe für das Sheitern

dieses Ansatzes wird im separaten Abshnitt 5.3 eingegangen.

Die Idee des Ansatzes von Simon ist es, Pfeile aufgrund ihrer Eigenshaften aus einem Tiefen-

suhdurhlauf auf ihre Reduzierbarkeit zu überprüfen. Dabei werden in einem ersten Shritt

die Rükwärts-, Vorwärts- und Querpfeile einer Prüfung unterzogen, der zweite Teil benutzt

den ersten, um auh die Baumpfeile zu testen.

Dazu benötigen wir einige Lemmata, die im ersten Teil vorgestellt werden. Nah dem Al-

gorithmus zur Berehnung einer transitiven Reduktion in einem stark zusammenhängenden

Graphen folgen der Abshnitt über den fehlerhaften Teil sowie einige erläuternde Beispiele.

5.1 Grundlagen

Wir benötigen für die Entwiklung des Algorithmus zwei Lemmata.

Die Reduzierbarkeit von Pfeilen in stark zusammenhängenden Graphen entspriht dem Prä-

dikat P aus Kapitel 4. Das nahfolgende Lemma beshreibt graphentheoretish die nah oben

vererbende Eigenshaft von P (i) bzw. die nah unten vererbende von :P (ii).

Lemma 5.1. Seien G = (V;E) und H = (V; F ) Graphen mit E � F und e = (x; y) 2 E

und f 2 F . Dann gilt:

(i) e reduzierbar in G =) e reduzierbar in H

(ii) f niht reduzierbar in H =) f niht reduzierbar in G

(iii) (x; y) reduzierbar in G () (y; x) reduzierbar in G

T

.
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Beweis:

(i) Sei e = (x; y) reduzierbar in G. Dann gibt es einen Weg W = (x; : : : ; y) in (V;Enfeg).

W ist auh ein Weg in (V; Fnfeg), also ist e reduzierbar in H.

(ii) Folgt sofort aus (i) mit Hilfe der Kontraposition.

(iii) Sei (x; y) reduzierbar in G. Dann gibt es einen Weg (x = x

0

; : : : ; x

n

= y) in (V;Enfeg).

(x

n

; : : : ; x

0

) ist ein Weg in (V;E

T

nf(y; x)g), also ist (y; x) reduzierbar in G

T

.

Auÿerdem benötigen wir einige Eigenshaften der DFS-Partitionen in einem Graphen.

Lemma 5.2. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph mit DFS-Partitionen

T , B, C, F und e 2 C [B [F ein Pfeil. Sei G

0

:= (V;Enfeg) ein Graph mit DFS-Partitionen

T = T

0

, B

0

, C

0

, F

0

. Dann gilt:

(i) e 2 B =) B

0

= Bnfeg ^ C

0

= C ^ F

0

= F

(ii) e 2 F =) F

0

= Fnfeg ^ C

0

= C ^ B

0

= B

(iii) e 2 C =) C

0

= Cnfeg ^ B

0

= B ^ F

0

= F .

D.h. die DFS-Partitionen bleiben bis auf den gelöshten Pfeil erhalten.

Seien f 62 E ein Pfeil und G

00

:= (V;E [ ffg) ein Graph mit DFS-Partitionen T = T

00

, B

00

,

C

00

, F

00

. Dann gilt:

f 2 B

0

) B

00

= B [ ffg ^ C

00

= C ^ F

00

= F:

Beweis: Der Beweis folgt mit Lemma 2.1. und der Tatsahe, daÿ die Reihenfolge in der die

Knoten besuht werden, durh das Löshen bzw. Einfügen niht verändert wird.

Bemerkung 5.1. Die Bedingungen T = T

0

und T = T

00

können auh wegfallen bzw. lassen

sih folgern, wenn wir annehmen, daÿ der DFS-Durhlauf von derselben Wurzel aus und mit

derselben zugrundeliegenden Ordnung ausgeführt wird.

In diesem Abshnitt wird jeder Knoten v mit der DFS-Zahl d[v℄ identi�ziert. Dies bedeutet,

daÿ die zugrundeliegende Ordnung auf den Knoten i.a. die Ordnung <

T

auf dem d-Feld ist.

5.2 Entwiklung des Algorithmus

Der Algorithmus ist grundsätzlih in zwei groÿe Abshnitte aufgeteilt. Im ersten Teil werden

mit Hilfe von Eigenshaften des DFS-Durhlaufes alle reduzierbaren Quer-, Vorwärts- und

Rükwärtspfeile gelösht. Der zweite Teil verwendet den ersten, um auh die Baumpfeile zu

überprüfen.
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

5.2.1 Reduktion von Vorwärts-, Rükwärts- und Querpfeilen

Sei G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph mit DFS-Partitionen T , B, C, F mit

Wurzel root.

Wir wollen nun einen Algorithmus A entwikeln, der zu G einen Untergraphen berehnet, der

neben allen Baumpfeilen nur nihtreduzierbare Pfeile enthält.

Wir untersheiden im folgenden zwishen drei vershiedenen Zuständen eines Pfeiles. Entweder

ist ein Pfeil reduzierbar, niht reduzierbar oder es ist noh keine Aussage über seine Reduzier-

barkeit möglih. Dazu markieren wir zuerst alle Baumpfeile e 2 T als niht reduzierbar, die

sonstigen Pfeile werden dem letzten Zustand zugeordnet. Dabei ist das Prädikat reduzierbar

damit gleihsetzbar, daÿ der Pfeil gelösht werden kann.

Wir werden jetzt versuhen, Pfeile gemäÿ ihrer Eigenshaft aus einem Tiefensuhdurhlauf

durh vershiedene Lemmata den Zuständen reduzierbar und niht reduzierbar zuzuordnen.

Nah jedem Lemma werden die Ergebnisse in einen Pseudoode umgesetzt, um die Über-

sihtlihkeit zu erhalten. Am Ende dieses Abshnittes werden wir diese Teile dann zu dem

Gesamtalgorithmus zusammensetzen.

Vorwärtspfeile

Begonnen wird mit den Vorwärtspfeilen. Das erste Lemma zeigt, daÿ in einem stark zusam-

menhängenden Graphen alle Vorwärtspfeile reduzierbar sind.

Lemma 5.3. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph mit DFS-Partitionen

T , B, C, F und e = (v; w) 2 F ein Vorwärtspfeil. Dann gibt es einen reduzierenden Weg

W = v

+

��!

T

w für (v; w) in G.

Beweis: Die De�nition eines Vorwärtspfeiles liefert einen Weg v

+

��!

T

w. Dieser ist ein

reduzierender Weg für (v; w).

��

��

��

��

r r r
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Abbildung 5.1: Lemma 5.3

Die Reduzierbarkeit zweier Vorwärtspfeile hängt niht voneinander ab, da der reduzierende

Weg nur aus Baumpfeilen besteht. Es ist also möglih, alle Vorwärtspfeile als reduzierbar zu

markieren, was der Pseudoode in Tabelle 5.1 zeigt.
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forall e 2 F do

delete e from G;

end;

Tabelle 5.1: Pseudoode Lemma 5.3.

Rükwärtspfeile 1

Als nähstes untersuhen wir Rükwärtspfeile auf ihre Reduzierbarkeit. So sind nah dem

folgenden Lemma einige Rükwärtspfeile reduzierbar.

Lemma 5.4. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph mit DFS-Partitionen

T , B, C, F und f(v; w

1

); : : : ; (v; w

s

)g eine Menge von Rükwärtspfeilen vom Knoten v aus,

so daÿ w

1

<

T

w

2

<

T

: : : <

T

w

s

gilt. Dann sind die Pfeile (v; w

2

); : : : ; (v; w

s

) reduzierbar in

G.

Beweis: Die Knoten w

1

; : : : ; w

s

sind alle im Weg root

+

��!

T

v enthalten, da die Pfeile (v; w

i

)

sonst Querpfeile wären. Aus diesem Grund gibt es reduzierende Wege W

i

:= v ! w

1

+

��!

T

w

i

für jeden Rükwärtspfeil (v; w

i

), i 2 f2; : : : ; sg.

root

��

��

w

1

��

��

��

��

w

2

��

��

w

s

��

��
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Abbildung 5.2: Lemma 5.4

Nah dem Lemma 5.4. können wir nun die genannten Rükwärtspfeile als reduzierbar markie-

ren. Über den Rükwärtspfeil (v; w

1

) wird noh keine Aussage gemaht, dieser wird erst mit

Hilfe des Lemmas 5.6. auf seine Reduzierbarkeit getestet.

Um für jeden Knoten v jeweils den kleinsten Knoten w

1

(v) zu berehnen, brauhen wir ein

Feld bakpoint. Dieses wird mit bakpoint(v) := v initialisiert und für jeden Rükwärts-

pfeil (v; w) durh bakpoint(v) := min (bakpoint(v); w) aktualisiert. Nah so einem Durh-

lauf bezeihnet dann bakpoint(v) den Knoten w

1

(v). Anshlieÿend können dann die Pfeile

f(v; w

2

); : : : ; (v; w

s

)g für jeden Knoten v 2 V gelösht werden, da ihre Reduzierbarkeit niht

voneinander abhängt; ihre reduzierbaren Wege bestehen nur aus Baumpfeilen und aus dem in

diesem Shritt niht reduzierten Pfeil (v; v(w

1

)).

Der in Tabelle 5.2 vorgestellte Pseudoode entspriht dem erarbeiteten Verfahren.

Führen wir nun die ersten beiden erarbeiteten Shritte aus, so erhalten wir einen Graphen,

der keinen Vorwärtspfeil und für jeden Knoten nur höhstens einen Rükwärtspfeil enthält.
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forall v 2 V do

bakpoint(v) := v;

end;

forall e = (v; w) 2 B do

bakpoint(v) := min (bakpoint(v); w);

end;

forall e = (v; w) 2 B do

if w 6= bakpoint(v)

then delete (v; w) from G;

end;

end;

Tabelle 5.2: Pseudoode Lemma 5.4.

Querpfeile

Der nähste Shritt ist die Überprüfung der Reduzierbarkeit aller Querpfeile. Dabei stellen

wir zunähst eine Bedingung dafür auf, wann ein Querpfeil auf jeden Fall reduzierbar ist. Falls

ein Querpfeil diese Bedingung niht erfüllt, wird dieser Querpfeil durh einen Rükwärtspfeil

ersetzt. Dabei muÿ gewährleistet sein, daÿ die Reduzierbarkeit beider Pfeile äquivalent ist, d.h.

daÿ der Querpfeil genau dann reduzierbar ist, wenn der Rükwärtspfeil reduzierbar ist. Auÿer-

dem muÿ sihergestellt sein, daÿ die Ersetzung keine Auswirkungen auf die Reduzierbarkeit

anderer Pfeile hat.

Den neu eingefügten Rükwärtspfeil prüfen wir später mit Hilfe des Lemmas 5.6 auf seine

Reduzierbarkeit und ersetzen ihn zum Shluÿ des Algorithmus, falls er niht reduziert wurde,

durh den ursprünglihen Querpfeil.

Lemma 5.5. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph mit DFS-Partitionen

T , B, C, F , e = (v; z) 2 C ein Querpfeil und w der nähste gemeinsame Vorfahr von v und

z im DFS-Baum T . Dann gilt:

(i) Wenn es einen Knoten t 2 V mit t

�

��!

T

w und (v; t) 2 E gibt, so ist (v; z) reduzierbar

in G.

(ii) Falls es so einen Knoten t niht gibt, gilt:

(a) Der Pfeil (v; z) ist reduzierbar in G genau dann, wenn der Pfeil e

0

= (v; w) redu-

zierbar in G

1

:= (V;Enf(v; z)g [ f(v; w)g) ist.

(b) G

�

1

= G

�

() Sei e

00

2 C [ B [ F ein Pfeil mit e 6= e

00

6= e

0

. Dann ist e

00

reduzierbar in G genau

dann, wenn e

00

reduzierbar in G

1

ist.
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Beweis:

(i) Sei t so ein Knoten. Dann ist der reduzierende Weg für (v; z) durh v ! t

�

��!

T

w

+

��!

T

z

gegeben ist.
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Abbildung 5.3: Lemma 5.5 (i): Graph G

(ii) Da es keinen Knoten t mit den obigen Eigenshaften gibt, gilt (v; w) 62 E.
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Abbildung 5.4: Lemma 5.5 (ii): Graph G

0

(a) Setze G

2

:= (V;Enf(v; z)g).

�=)�: Sei (v; z) reduzierbar in G. Dann gibt es einen reduzierenden Weg W

1

von

v nah z. Da G stark zusammenhängend ist, gibt es einen einfahen Weg W

2

von

z nah w. Da W

2

einfah ist, enthält er den Pfeil (v; z) niht. Die Komposition der

Wege W

1

und W

2

ergibt einen neuen Weg W

3

; dieser ist ein Weg in G

2

und damit

ein reduzierender Weg in G

1

für (v; w).

�(=�: Sei nun W

1

ein reduzierender Weg für (v; w) in G

1

. Wird dieser erweitert

durh den Weg w

+

��!

T

z zu einem Weg von v nah z, so ergibt sih ein reduzierender

Weg für (v; z) in G.

(b) Da G stark zusammenhängend ist und damit G

�

= L gilt, bleibt nur G

1

�

= L zu

zeigen. Seien dazu x; y 2 V . Wir wollen nun beweisen, daÿ es in G

1

einen Weg von
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x nah y gibt. Sei W ein Weg von x nah y in G. Falls (v; z) 62W , ist W auh ein

Weg in G

1

. Sonst ersetze (v; z) durh v ! w

+

��!

T

z in W und erhalte einen Weg

in G

1

.

() Sei e

00

= (x; y) 2 E ein Pfeil von G mit e

00

62 T , (v; w) 6= e

00

6= (v; z).

�=)�: Sei e

00

reduzierbar in G und W

1

der reduzierende Weg. Falls (v; z) kein Pfeil

von W

1

ist, ist nihts zu zeigen. Also nehmen wir an, daÿ (v; z) 2W

1

ist. Ersetzen

wir (v; z) in W

1

durh v ! w

+

��!

T

z, so ergibt sih ein Weg W

2

in G

1

. Dabei ist e

00

kein Pfeil von W

2

, weil er kein Baumpfeil ist. Also ist W

2

ein reduzierender Weg

für e

00

in G

1

.

�(=�: Sei e

00

= (x; y) reduzierbar in G

1

. Falls es einen reduzierenden Weg W

1

in

G

1

für e

00

ohne den Pfeil (v; w) gibt, ist W

1

auh ein Weg in G und damit ein

reduzierender Weg. Andernfalls ist der Pfeil (v; w) in jedem reduzierenden Weg

enthalten. Sei u der erste Knoten auf dem Weg w

+

��!

T

v, also w �!

T

u

�

��!

T

v.

Bezeihne die Knoten auf dem Weg root

�

��!

T

w mit w

1

; : : : ; w

s

.

Dann existiert kein a <

T

w

s

; a 6= w

i

; 1 � i < s mit (a;w

s

) 2 E, sonst wäre

w im DFS-Durhlauf shon vorher besuht worden. Die Knoten w

1

; : : : ; w

s

bilden

Separatoren für alle Knoten a; b mit a < w

s

� b; a 6= w

i

, d.h. jeder Weg von a

nah b geht mindestens durh ein w

i

; 1 � i < s.

Ann.: x <

T

u. Dann geht jeder Weg W

1

von x nah y mit Pfeil (v; w) durh ein

w

i

(mit a = x und b = y), also W

1

= x

+

��! w

i

+

��! v ! w. Aber dann ist der

Weg W

2

= x

+

��! w

i

+

��!

T

w

s

= w ein Weg ohne den Pfeil (v; w). Widerspruh.

Also gilt x � u.

Mit demselben Argument und a = z; b = w gibt es einen Weg von z nah w

j

. Also

gibt es einen Weg W von z nah w, der keinen Knoten h >

T

u enthält. Da der Pfeil

e

00

= (x; y) niht in W enthalten ist (sonst Widerspruh mit h = x >

T

u), kann

in W

1

der Pfeil (v; w) gestrihen und durh v ! z

+

��!

W

w ersetzt werden. Dies ist

dann ein reduzierender Weg für (x; y) in G.

Das Lemma 5.5. liefert den in Tabelle 5.3 dargestellten Pseudoode, wobei wir annehmen,

daÿ das Feld bakpoint shon gemäÿ Lemma 5.4. berehnet wurde. Falls ein Rükwärtspfeil

eingefügt wird, erfolgt nah dem Argument aus Lemma 5.4. eine Reduzierung des eventuell

vorhandenen Rükwärtspfeiles. Auÿerdem benötigen wir ein Feld standfor, das eine Abbildung

E ! E modelliert. Sie wird als identishe Abbildung initialisiert und gemäÿ der Ersetzung

von Querpfeilen aktualisiert. Auÿerdem sei die Funktion la gegeben, die den nähsten ge-

meinsamen Vorfahren von zwei Knoten bezüglih eines Baumes berehnet.

Rükwärtspfeile 2

Setzen wir voraus, daÿ Pfeile nah den ersten drei Lemmata reduziert sind, so haben wir einen

Graphen erhalten, der nur Baumpfeile und für jeden Knoten höhstens einen Rükwärtspfeil
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forall e 2 E do

standfor(e) := e;

end;

forall e = (v; z) 2 C do

w := la(v; z; T );

if w < bakpoint(v)

then add (v; w) to G;

delete (v; bakpoint(v)) from G;

standfor((v; w)) := (v; z);

bakpoint(v) := w;

end;

delete (v; z) from G;

end;

Tabelle 5.3: Pseudoode Lemma 5.5.

enthält.

Nun entwikeln wir ein bottom-up-Verfahren, um für jeden Rükwärtspfeil zu prüfen, ob er

reduzierbar ist oder niht.

Sei dazu v ein Knoten mit zugehörigem Rükwärtspfeil (v; w).

Ähnlih dem Lemma 5.5. werden zuerst Kriterien aufgestellt, die zeigen, ob (v; w) reduzierbar

ist oder niht.

Falls keine der beiden Situationen gegeben ist, wird (v; w) durh einen anderen Rükwärts-

pfeil ersetzt. Dies maht nur Sinn, wenn die wesentlihen Eigenshaften des Graphen dabei

unberührt bleiben. Diese eingefügten Pfeile müssen dann später, wie in Lemma 5.5., durh

ihre Originalpfeile ersetzt werden. Auÿerdem ist im letzten Fall noh nihts über die Redu-

zierbarkeit ausgesagt. Entsheidend dabei ist, daÿ der eingefügte Rükwärtspfeil von einem

bezüglih des DFS-Baumes T kleineren Knoten ausgeht. So können mit Hilfe des anshlieÿend

vorgestellten Verfahrens die Rükwärtspfeile von den Blättern ausgehend überprüft werden.

Lemma 5.6. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph mit DFS-Partitionen

T , B, C, F , C = F = ;, (v; w) 2 B ein Rükwärtspfeil und z := lowpoint(v). Dann gilt:

(i) Falls z � v gilt, so ist (v; w) niht reduzierbar.

(ii) Falls z < v gilt, so setze s := min(fzg [ ft 2 V : (z; t) 2 Eg), und sei x 2 V , so daÿ

v

+

��!

T

x und (x; z) 2 B ist. Dann gilt:

(a) Falls w � s ist, so ist (v; w) reduzierbar in G.

(b) Falls w < s ist, so gilt:

(1) Der Pfeil (v; w) ist reduzierbar in G genau dann, wenn der Pfeil (z; w) in dem

Graphen G

1

:= (V;E

1

) := (V;Enf(v; w)g) [ f(z; w)g reduzierbar ist.
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(2) G

�

1

= G

�

(3) Sei e = (a; b) 2 B ein Pfeil mit (v; w) 6= e 6= (z; w), und es existiere kein Weg

v

�

��!

T

a. Dann ist e reduzierbar in G genau dann, wenn e reduzierbar in G

1

ist.

Beweis:

(i) Aus z � v folgt sofort z = v. Da die Partitionen C und F leer sind, ist (v; w) damit

der einzige Pfeil im Subbaum von v aus (bzgl. T ), der aus diesem herausführt. Dann ist

(V;Enf(v; w)g) niht stark zusammenhängend und (v; w) niht reduzierbar.

(ii) Sei nun z < v.

(a) Sei w � s. Dann ist v

+

��!

T

x ! z ! s

�

��!

T

w ein reduzierender Weg für (v; w) in

G.

��

��

s
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Abbildung 5.5: Lemma 5.6 (ii) (a)

(b) Sei w < s. Es folgt, daÿ (z; w) 62 E ist.
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Abbildung 5.6: Lemma 5.6 (ii) (b)

(1) �=)�: Sei (v; w) reduzierbar in G. Dann existiert ein reduzierender WegW

1

von

v nah w in G.W

1

ist auh ein Weg in G

1

. Dieser kann durh z

+

��!

T

v zu einem

Weg W

2

= z

+

��! w erweitert werden. Da (z; w) ein Rükwärtspfeil in G

1

ist

und der Weg W

2

einfah ist, gilt (z; w) 62 W

2

. W

2

ist dann ein reduzierender

Weg für (z; w) in G

1

.

�(=�: Sei W

1

ein reduzierender Weg für (z; w) in G

1

. Nah Voraussetzung

existiert ein Weg v

+

��!

T

x ! z in G. Wird dieser durh W

1

zu W

2

= v

+

��!

T

x ! z ! w erweitert, so erhalten wir einen reduzierenden Weg für (v; w) in
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G. Dabei ist (v; w) weder in v

+

��!

T

x enthalten (alles Baumpfeile) noh gleih

(x; z), da x 6= v.

(2) Nah Voraussetzung gilt G

�

= L. Es bleibt also nur G

�

� G

�

1

zu zeigen. Sei

dazu x; y 2 V , so daÿ es einen Weg W = (x; : : : ; y) in G gibt. Falls der Pfeil

(v; w) aus W ist, ersetzen wir ihn durh v

+

��!

T

x ! z ! w, und erhalten so

einen Weg von x nah y in G

1

.

(3) Sei e nah Voraussetzung gewählt.

�=)�: Sei e = (a; b) reduzierbar in G und W der reduzierende Weg mit dem

Pfeil (v; w). (Der Fall (v; w) 62W

1

ist trivial.) Um a und b in G

1

miteinander zu

verbinden, ersetzten wir inW den Pfeil (v; w) durh den Weg v

�

��!

T

x! z ! w

und erhalten so einen Weg W

1

. Wir zeigen nun, daÿ W

1

ein Weg in G

1

ist, d.h.

daÿ der Pfeil (v; w) niht im Weg v

+

��!

T

x! z ! w enthalten ist.

Nah Voraussetzung ist e 2 B, also e 62 v

+

��!

T

x. Falls (a; b) = (x; z) gilt,

folgt sofort a = x. Damit würde es einen Weg v

+

��!

T

a = x geben, was im

Widerspruh zur Voraussetzung steht. Auÿerdem ist e = (a; b) 6= (z; w), da

e 2 E, aber (z; w) 62 E ist.

�(=�: Sei nun W

1

ein reduzierender Weg für (a; b) in G

1

, wobei (z; w) 2 W

1

sei. (Der Fall (v; w) 62 W

1

ist trivial.) Durh die Ersetzung von (z; w) durh

den Weg z

+

��!

T

v ! w erhalten wir einen Weg W von a nah b. Dieser ist nah

denselben Argumenten wie in �=)� ein reduzierender Weg in G.

Wir wollen das Lemma 5.6. nun naheinander auf alle Rükwärtspfeile anwenden. Dabei star-

ten wir bei den Blättern des DFS-Baumes und arbeiten die Rükwärtspfeile gemäÿ ihrer

Entfernung von der Wurzel ab.

Seien dazu C = ;, F = ; und jf(v; w) 2 Bgj � 1 für jedes v 2 V .

Wir wollen zeigen, daÿ nah der induktiven Anwendung für alle Knoten v 2 V folgendes gilt:

Falls es einen Rükwärtspfeil (v; x) gibt, so ist dieser niht reduzierbar.

Wir führen eine strukturelle Induktion über den Aufbau eines Baumes durh.

Für den Induktionsanfang sei v ein Blatt und (v; w) der zugehörige Rükwärtspfeil. Dann ist

(v; w) niht reduzierbar, da er der einzige Pfeil ist, der von v ausgeht.

Für den Induktionsshritt sei nun v ein innerer Knoten. Wir nehmen an, daÿ für alle Knoten

w 2 fx j v

+

��!

T

xg die Induktionsbehauptung gelte. Wir zeigen nun die Behauptung für die

Menge M := fx j v

+

��!

T

xg [ fvg.

Falls es keinen Rükwärtspfeil von v aus gibt, so gilt die Behauptung trivialerweise.

Andernfalls sei (v; w) der Rükwärtspfeil und z := lowpoint(v).

Falls z � v gilt, so ist nah Lemma 5.4.(i) (v; w) niht reduzierbar.

Ansonsten löshen wir (v; w) und ersetzten ihn, falls w < s gilt, durh den Rükwärtspfeil

(z; w). Da z in diesem Fall kleiner als v ist, gilt die Induktionsbehauptung nun für die Menge

M . Falls der Rükwärtspfeil (z; s) existiert, kann dieser nah Lemma 5.4. gelösht werden.
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Wenden wir dieses Verfahren auf die Wurzel an, erhalten wir einen Graphen, der keine re-

duzierbaren Rükwärtspfeile enthält. Dies liefert für einen Knoten den in Tabelle 5.4 darge-

stellten Pseudoode, der die in einem Induktionsshritt angeführten Shritte ausführt. Dabei

wird durh die induktive Anwendung das Feld bakpoint dazu verwendet, den lowpoint zu

berehnen. Diese wird in Tabelle 5.5 dargestellt. Sie sihert, daÿ zuerst alle Rükwärtspfeile

aller Nahfolger im Baum überprüft werden, bevor der �eigene� Rükwärtspfeil getestet wird.

Wir gehen auÿerdem davon aus, daÿ das Feld bakpoint gemäÿ den Lemmata 5.3.�5.5. shon

berehnet wurde.

proedure RedueBakward(v : V )

z := min fbakpoint(w) j (v; w) 2 Tg;

if v 6= z

then if bakpoint(v) < bakpoint(z)

then delete (z; bakpoint(z)) from G;

add (z; bakpoint(v)) to G;

standfor((z; bakpoint(v))) := standfor((v; bakpoint(v)));

bakpoint(z) := bakpoint(v);

end;

delete (v; bakpoint(v)) from G;

bakpoint(v) := z;

end;

Tabelle 5.4: Pseudoode RedueBakward (Lemma 5.6.)

proedure R-test(v : V )

forall w with (v; w) 2 T do

R-test(w);

end;

if v is not a leaf

then RedueBakward(v);

end;

Tabelle 5.5: Pseudoode R-test (Lemma 5.6.)

Zusammenfassung

Die Hintereinanderausführung aller Pseudoodes sowie das nah Lemma 5.5. und 5.6. nötige

Zurükersetzen der Pfeile ergibt den Algorithmus A, dargestellt in Tabelle 5.6.
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Dabei gehen wir von einem Algorithmus DFS aus, der eine Klassi�kation der Pfeilmenge liefert.

funtion A((V;E) : graph; root : V )

(T;B;C; F ) := DFS(G; root);

G := (V;E);

(i) forall e 2 G do

standfor(e) := e;

end;

(ii) forall v 2 V do

bakpoint(v) := v;

end;

(iii) forall e 2 F do

delete e from E

1

;

(iv) forall e = (v; w) 2 B do

bakpoint(v) := min (bakpoint(v); w);

end;

(v) forall e = (v; w) 2 B do

if w 6= bakpoint(v)

then delete (v; w) from E

1

;

end;

end;

(vi) forall e = (v; z) 2 C do

w := la(v; z; T );

if w < bakpoint(v)

then add (v; w) to G;

delete (v; bakpoint(v)) from G;

standfor((v; w)) := (v; z);

bakpoint(v) := w;

end;

delete (v; z) from G;

end;

(vii) R-test(root);

(viii) forall e 2 G do

delete e from G;

add standfor(e) to G;

end;

return (G; (V; T ))

Tabelle 5.6: Pseudoode Algorithmus A
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Formal gesehen ergibt sih durh das Anwenden der vershiedenen Lemmata eine Folge von

Graphen. Sei G

0

= G der Ausgangsgraph, und G

i+1

der Graph, der durh das Löshen

oder das Ersetzen eines Pfeiles aus G

i

entsteht, sowie G

s

der letzte Graph dieser Folge.

Nah jedem Lemma bleibt die Hülle der Graphen erhalten, G

�

i

= G

�

i+1

; wir erhalten induktiv

G

�

= G

�

0

= : : : = G

�

s

.

Wir merken uns, wie shon nah Lemma 5.5. und 5.6. beshrieben, jede Ersetzung im Feld

standfor. Die Reduzierbarkeit aller anderen Pfeile wird dabei niht verändert.

Es ist zum einem zu beahten, daÿ die Klassi�kation der Pfeile durh das Löshen und Ersetzen

niht verändert wird (Lemma 5.2.), zum anderen, daÿ die Nihtreduzierbarkeit eines Pfeiles

auh für jeden Untergraphen gilt (Lemma 5.1.).

Durh die (Zurük-)Ersetzung aller Pfeile durh ihre Originale erhalten wir einen Untergraphen

G

0

von G, der keine reduzierbaren Quer-, Vorwärts- und Rükwärtspfeile enthält und stark

zusammenhängend ist.

Neben dem Feld standfor benötigen wir auÿerdem noh das Feld bakpoint. Dieses wird gemäÿ

den Bemerkungen zu Lemma 5.4. initialisiert. Für die anshlieÿende Anwendung des Lemmas

5.5. werden die Werte für neu eingefügte Rükwärtspfeile aktualisiert. Für das Lemma 5.6.

bezeihnet bakpoint(v) den lowpoint von v, nahdem die Aufrufe R-test für alle Nahfolger

beendet sind.

Zusammenfassend kann festgestellt werden:

Theorem 5.1. Der Algorithmus A berehnet einen stark zusammenhängenden Untergraphen

G

0

= (V;E

0

) von G = (V;E), der keine reduzierbaren Nihtbaumpfeile bezüglih des DFS-

Baumes T enthält, d.h.

� G

0

�

= L

� 8 e 2 E

0

nT : (G

0

nfeg)

�

6= L.

Der Algorithmus hat einen Zeit- und Platzbedarf von O(jV j+jEj). Auÿerdem gilt jE

0

j � 2�jV j.

Beweis: Die Korrektheit ist nah den Lemmata 5.3.�5.6. sowie den Bemerkungen zur Ent-

wiklung und der Zusammenfassung klar. Daher sind nur noh die Komplexitäten zu überprü-

fen. Zuerst verwenden wir DFS, um die Partitionen zu erstellen. Dies kann in linearem Zeit-

und Platzbedarf ausgeführt werden [31℄. Die Shritte (i), (ii), (iii), (iv), (v) und (viii) können

in O(1) pro Pfeil ausgeführt werden. Auÿerdem kann die Berehnung des nähsten gemeinsa-

men Vorfahren in Shritt (vi) mit einer speziellen Datenstruktur (z.B. von Harel und Tarjan

[15℄) in O(1) Zeit pro Pfeil und insgesamt O(jV j) Platz erfolgen. R-test in Shritt (vii) kann

für jeden festen Knoten v linear zur Anzahl der ausgehenden Pfeile berehnet werden. Daher

ist der gesamte Zeitaufwand linear zur Anzahl der Pfeile im gesamten Graphen zu Beginn des

Aufrufes von R-test. Diese Anzahl beträgt höhstens 2jV j.

Also ist der Algorithmus A linear zeit- und platzbeshränkt.
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Beispiel

Da der Algorithmus A in seiner Gesamtheit sehr lang und in Teilen auh kompliziert ist, wird

hier mit Hilfe eines Beispiels noh einmal ein Durhgang durh den Algorithmus erfolgen. Wir

betrahteten dazu die Graphen in Abbildung 5.7.
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Ergebnis A(G)

Abbildung 5.7: Beispiel zum Algorithmus A

Der stark zusammenhängende Graph G sei gegeben, dazu der DFS-Baum T . Es ergibt sih

für die restlihen Pfeile folgende Klassi�kation. Der Pfeil (1; 6) ist der einzige Vorwärtspfeil,

(6; 4) ist ein Querpfeil, die restlihen sind Rükwärtspfeile. Die zugrundeliegende Ordnung ist

die natürlihe (N;�).

Zuerst werden die Felder standfor und bakpoint initialisiert ((i) und (ii)). Danah wird der
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

einzige Vorwärtspfeil in Shritt (iii) gelösht.

In Shritt (iv) wird das Feld bakpoint wie folgt berehnet:

1 2 3 4 5 6 7 8

bakpoint 1 2 1 2 5 5 7 6

Mit Hilfe des Lemmas 5.4. (Shritt (v)) kann anshlieÿend der Rükwärtspfeil (8; 7) eliminiert

werden, da bakpoint(8) = 6 gilt.

Dies ergibt das Zwishenergebnis, dargestellt im dritten Graphen.

Das Lemma 5.5. (Shritt (vi)) ersetzt den Querpfeil (6; 4) durh den Pfeil vom Knoten 6

nah la(6; 4) = 1. Auÿerdem kann der Rükwärtspfeil (6; 5) gelösht werden, dies ergibt die

Anwendung von Lemma 5.4. auf den Knoten 6. Die Felder werden zu standfor((6; 1)) = (6; 4)

und

1 2 3 4 5 6 7 8

bakpoint 1 2 1 2 5 1 7 6

aktualisiert.

Im letzten Shritt werden die restlihen Rükwärtspfeile mittels R-Test überprüft.

Durh die rekursive Aufrufstruktur werden die Knoten in der Reihenfolge 4, 3, 2, 8, 7, 6, 5, 1

abgearbeitet.

Da der Knoten 4 ein Blatt ist, wird der Pfeil (4; 2) niht gelösht. Dies gilt auh für den

Pfeil (8; 6), weil der Knoten 8 ein Blatt ist. Die Pfeile (6; 1) und (3; 1) werden ebenfalls niht

gelösht. Der jeweilige lowpoint ist der Knoten 1, also tri�t die Bedingung (i) in Lemma 5.6.

zu. Abshlieÿend erfolgt die Rükersetzung der Pfeile, und es ergibt sih der Graph im letzten

Bild.

Das Ergebnis ist niht inklusionsminimal; die Baumpfeile (1; 2) und (3; 4) sind reduzierbar.

5.2.2 Reduktion von Baumpfeilen

Wir wollen nun mit Hilfe des im vorherigen Abshnitt entwikelten Algorithmus A einen Algo-

rithmus TransRed-Simon entwikeln, der eine transitive Reduktion berehnet. Als Zwishen-

shritt werden wir dazu einen nihtreduzierbaren Wurzelbaum berehnen, der also nur niht

reduzierbare Pfeile und einen Wurzelbaum enthält.

Sei G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph. Wir wenden nun den Algorithmus A

auf den transponierten Graphen G

T

an und erhalten so den Graphen G

1

mit zugehörigem

DFS-Baum T

1

. Dann ist G

T

1

Untergraph von G und T

1

ein Wurzelbaum von G

1

. Eine erneute

Anwendung von A auf den Graphen G

T

1

ergibt einen Graphen G

2

mit DFS-Baum T

2

. Nah

den Ergebnissen aus dem letzten Abshnitt sind alle Pfeile in G

2

n(T

1

\ T

2

) niht reduzierbar.

Um einen niht reduzierbaren Wurzelbaum zu erhalten, müssen nur noh alle Pfeile aus T

1

\T

2

überprüft werden, ob sie für die Wurzelbaumeigenshaft notwendig sind.

In der Originalfassung der Arbeit von Simon wurde ein linearer Ansatz zur Überprüfung dieser

Pfeile präsentiert. Dieser Teil enthält einen Fehler.
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5.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

funtion RedueTreeEdges(G = (V;E) : graph; T

1

: graph; T

2

: graph; root : V )

H

1

:= G;

H

2

:= G;

forall e = (x; y) 2 (T

1

\ T

2

)

if x

�

����!

H

1

nfeg

y

then H

1

:= H

1

nfeg;

end;

if x

�

����!

H

2

nfeg

root

then H

2

:= H

2

nfeg;

end;

end;

return (H

1

;H

2

)

Tabelle 5.7: Pseudoode RedueTreeEdges

Um den allgemeinen Aufbau der Arbeit von Simon hier zu erhalten, entwikeln wir einen

Ansatz, der dieses Problem mit einem quadratishen Verfahren löst, das aber eigentlih zu

mähtig ist. Wir kommen darauf später zurük.

Angelehnt an das Verfahren aus Kapitel 4 werden alle Pfeile aus T

1

\ T

2

sowohl auf ihre Re-

duzierbarkeit als auh auf ihre Notwendigkeit bezüglih des Wurzelbaumes überprüft. In dem

Pseudoode aus Tabelle 5.7 werden zwei Graphen berehnet, einer jeweils für jede Eigenshaft.

Lemma 5.7. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph, jEj � 2 jV j, T

1

ein Baum und T

2

� G ein Wurzelbaum jeweils zur Wurzel root 2 V . Dann berehnet

RedueTreeEdges(G;T

1

; T

2

; root) zwei Graphen in Laufzeit O(jV j

2

) mit folgenden Eigenshaf-

ten:

(i) H

2

� H

1

� G

(ii) H

�

1

= L

(iii) 8 v 2 V : v

�

�!

H

2

root

(iv) 8 e 2 H

2

\ T

1

\ T

2

: (H

1

nfeg)

�

6= L.

Beweis: Um die Ähnlihkeit zwishen dem Algorithmus RedueTreeEdges und dem An-

satz aus Kapitel 4 zu verdeutlihen, zeigen wir die Parallelen auf. Die graphentheoretishe

Bedingung x

�

����!

H

1

nfeg

y läÿt sih relational als (H

1

\ e)

�

xy

shreiben.

Es folgt, daÿ die erste if-Bedingung stärker ist als die zweite.

Daraus folgt sofort die Eigenshaft (i). Die Eigenshaften (ii) und (iv) folgen sofort aus den

Betrahtungen in Kapitel 4. Dabei kann natürlih die Inklusionsminimalität nur bezüglih der

überprüften Mengen gewährleistet werden.
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Auh die Eigenshaft (iii) folgt, weil der Graph zu Beginn einen Wurzelbaum enthält und

Pfeile nur dann gelösht werden, wenn diese Eigenshaft erhalten bleibt.

Die Laufzeit O(n

2

) ergibt sih aus der Tatsahe, daÿ die forall-Shleife höhstens jV j-mal

durhlaufen wird (jT

1

\ T

2

j � jV j) und der Test, ob es einen Weg gibt, z.B. mit Hilfe eines

DFS-Durhlaufes, in Zeit O(jV j+ jEj) = O(jV j) durhgeführt werden kann.

Wir benutzen die Funktion RedueTreeEdges, um den oben beshriebenen Ansatz umzuset-

zen. Der so entwikelte Pseudoode Theo2 in Tabelle 5.8 entspriht dabei dem Aufbau der

zugrundeliegenden Arbeit. Wir halten aber auh fest, daÿ der dort berehnete Graph G

3

shon eine transitive Reduktion ist. Deshalb ist der hier gewählte Ansatz zu mähtig. Die

Suhe nah linearen Ansätzen für RedueTreeEdges ist bisher fehlgeshlagen. Wir verwenden

deshalb diesen quadratishen Ansatz.

funtion Theo2(G = (V;E) : graph; root : V )

(G

1

; T

1

) := (A(G

T

; root))

T

(G

2

; T

2

) := A(G

1

; root);

(G

3

; G

4

) := RedueTreeEdges(G

2

; T

1

; T

2

; root);

return (G

3

; G

4

)

Tabelle 5.8: Pseudoode Theo2 zu Theorem 5.2.

Theorem 5.2. Seien G = (V;E) stark zusammenhängend und root 2 V . Dann berehnet

Theo2(G; root) Graphen in Laufzeit O(jV j

2

) mit folgenden Eigenshaften:

(i) G

3

�

= L

(ii) 8 v 2 V : v

�

��!

G

4

root

(iii) 8 e 2 G

4

: (G

3

nfeg)

�

6= L

(iv) G

4

� G

3

� G.

Beweis:

(I) Die erste Anwendung des Algorithmus A bringt nah Theorem 5.1. folgende Eigenshaf-

ten:

(a) G

1

�

= L

(b) 8 e 2 G

1

nT

1

: (G

1

nfeg)

�

6= L

() T

1

� G

1

� G

(d) T

1

Wurzelbaum zur Wurzel root.

Dabei werden die Eigenshaften durh die Transposition erhalten (Lemma 5.1.).
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(II) Nah (I)(a) ist G

1

stark zusammenhängend, also ist das Theorem 5.1 anwendbar, es

ergeben sih folgende Eigenshaften:

(a) G

2

�

= L

(b) 8 e 2 G

2

nT

2

: (G

2

nfeg)

�

6= L

() T

2

� G

2

� G

1

(d) T

2

Baum zur Wurzel root.

(III) Aus den Eigenshaften (I)() und (d), (II)() und (d) sowie (II)(a) folgt mit dem Algo-

rithmus RedueTreeEdges und Lemma 5.7.:

(a) 8 x 2 V : x

�

��!

G

4

root

(b) G

3

�

= L

() G

4

� G

3

� G

2

(d) 8 e 2 G

4

\ T

1

\ T

2

: (G

3

nfeg)

�

6= L.

Es folgt zuerst (i) aus (III)(b), (ii) aus (III)(a), sowie (iv) aus (I)(),(II)() und (III)().

Zum Beweis von (iii) sei e 2 G

4

.

� Falls e 2 G

4

nT

1

, folgt die Behauptung aus (I)(b) mit Hilfe von Lemma 5.1. und G

3

� G

1

.

� Falls e 2 G

4

nT

2

, folgt sie aus (II)(b) mit Hilfe von Lemma 5.1. und G

3

� G

2

.

� Falls e 2 G

4

\ T

1

\ T

2

, folgt die Behauptung aus (III)(b).

Also ist e niht reduzierbar in G

3

.

Nah Theorem 5.2. haben wir nun einen nihtreduzierbaren Wurzelbaum G

4

erhalten, d.h.

jeder Pfeil ist sowohl im Graphen G

3

niht reduzierbar als auh notwendig für die Wurzelbaum-

eigenshaft in G

4

. Durh zweimaliges Anwenden des Theorems erhalten wir eine transitive

Reduktion.

funtion TransRed-Simon(G : graph)

(G

1

; T

1

) := Theo2(G; root);

(G

2

; T

2

) := (Theo2(G

1

T

; root))

T

;

return T

1

[ T

2

Tabelle 5.9: Pseudoode TransRed-Simon zu Theorem 5.3.

Wir erhalten also einen nihtreduzierbaren Wurzelbaum T

1

sowie einen niht reduzierbaren

Baum T

2

, die Vereinigung ist eine transitive Reduktion. Die Korrektheit wird formal durh

folgendes Theorem gesihert:
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Theorem 5.3. Sei G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph. Dann berehnet

T := TransRed� Simon(G) in Laufzeit O(n

2

) eine transitive Reduktion von G mit Güte 2,

d.h. es gilt:

(i) T

�

= L

(ii) 8 e 2 E(T ) : (Tnfeg)

�

6= L

(iii) T � G

(iv)

jE(T )j

OPT (G)

< 2.

Beweis: Nah Theorem 5.2. gilt folgendes:

(I) (a) G

1

�

= L

(b) 8 v 2 V : v

�

��!

T

1

root

() 8 e 2 T

1

: (G

1

nfeg)

�

6= L

(d) T

1

� G

1

� G

(II) (a) G

2

�

= L

(b) 8 v 2 V : root

�

��!

T

2

v

() 8 e 2 T

2

: (G

2

nfeg)

�

6= L

(d) T

2

� G

2

� G

1

.

Wir halten fest, daÿ T = T

1

[ T

2

ist.

Zuerst zeigen wir einige Hilfsbehauptungen:

� T = T

1

[ T

2

� G

1

[ G

2

= G

1

.

� T

1

� G

2

.

Dazu sei e 2 T

1

. Dann ist nah (I)(a) und () e niht reduzierbar in T

1

. Mit Hilfe von

Lemma 5.1. und G

2

� G

1

folgt, daÿ e niht reduzierbar in G

2

ist.

Ann.: e 62 G

2

. Nah (II)(a) ist G

2

stark zusammenhängend, also ist e reduzierbar in

G

2

. Widerspruh

Also gilt e 2 G

2

, es folgt die Behauptung T

1

� G

2

.

� T = T

1

[ T

2

� G

2

[ G

2

= G

2

.

Wir wollen nun zeigen, daÿ T eine transitive Reduktion von G ist, also (i) � (iii).

(i) Dies weisen wir komponentenweise nah: Seien dazu x; y 2 V zwei Knoten. Dann ist

durh x

�

��!

T

1

root

�

��!

T

2

y ein Weg von x nah y in T gegeben.
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(ii) Sei e = (x; y) 2 E(T ). Zum Beweis, daÿ e niht reduzierbar in T ist, untersheiden wir

folgende Fälle:

� e 2 T

1

: Nah (I)(a) und () ist e niht reduzierbar in G

1

, es folgt mit Hilfe von 5.1.

und T � G

1

, daÿ e niht reduzierbar in T ist.

� e 2 T

2

: Nah (II)(a) und () ist e niht reduzierbar in G

2

, es folgt mit Hilfe von

5.1. und T � G

2

, daÿ e niht reduzierbar in T ist.

(iii) Es gilt T = T

1

[ T

2

� G

1

[ G

2

� G.

(iv) Die Güte folgt sofort aus Lemma 3.3.

Die quadratishe Laufzeit sihert Theorem 5.2..

Bemerkung 5.2. In den Theoremen 5.2. und 5.3. hängt die quadratishe Laufzeit nur vom

Algorithmus RedueTreeEdges ab.

5.2.3 Theoretishe Eigenshaften

Zusammenfassend halten wir fest, daÿ wir einen Algorithmus TransRed-Simon mit quadra-

tisher Laufzeit entwikelt haben, der eine transitive Reduktion berehnet. Die Entwiklung

sihert auÿerdem zu, daÿ der Algorithmus die Güte 2 besitzt. Dies zeigt Theorem 5.1. sowie

das Lemma 3.3..

5.3 Originalalgorithmus

Der in Abshnitt 5.2. vorgestellte Algorithmus stammt zum groÿen Teil aus der Arbeit von

Simon [28℄. Allerdings ist ein fehlerhafter Teil

1

[29℄ durh einen theoretish langsameren,

aber korrekten ersetzt worden. Die ursprünglihe Absiht der Arbeit von Simon war es,

einen linearen Ansatz zu entwikeln. Daher gab es an Stelle der hier vorgestellten Prozedur

1

Sehr geehrter Herr Kasper,

ih erinnere mih nur noh dunkel an diese Geshihte. Nah diesem Workshop in Aahen, hatte ih diese

Arbeit Bob Tarjan gegeben, er war damals auh gerade an diesem Thema interessiert. Er hat ein Gegenbeispiel

fuer die Reduktion der Baumkanten gefunden. Wir haben dann noh ein paar Monate Briefe geshrieben,

wie man den Fehler beheben kann. Ih war der Meinung, dass ih die falshe Induktion gewaehlt hatte, die

rihtige koennte die Ruekkehrreihenfolge der DFS-Prozedur sein. Tarjan hat dann mit Karp ein Paper ueber

diese Dinge fuer PRAMs geshrieben, das auh einen kleinen sequenziellen Teil zur trans. Reduktion hatte

(dasselbe wie bei mir, aber in O(n log n), ueber optimal branhings, ih konnte dieses Resultat aber niht

ver�zieren und optimal branhings waren bis dahin bereits fuenf oder sehsmal korrigiert worden). PRAMs

waren aber niht mein Fall. Die Diskussion ist dann irgendwann eingeshlafen. Andere Dinge waren wihtiger.

Der Zusammenhang zu Dominators war der damaligen Disskusionsgruppe bekannt (wem auh sonst?). Aber

mehr weiss ih niht. Es war mein letzter Beitrag zu dieser Community.

Gruss

Klaus Simon
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RedueTreeEdges einen linearen Ansatz, der mit Hilfe von Dominatoren versuht, Baumpfeile

zu reduzieren. Diesen wollen wir in seiner Idee hier vorstellen und zeigen, warum er niht

korrekt ist.

Wir betrahten dazu eine spezielle Form von dominierenden Knoten.

De�nition 5.1. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph und root 2 V ein

ausgezeihneter Knoten. Ein Knoten v dominiert einen Knoten w bezüglih root, falls jeder

Weg von w nah root, den Knoten v enthält. v heiÿt direkter Dominator von w bezüglih root,

falls v w bezüglih root dominiert und jeder andere Dominator von w v dominiert.

Aufgabe der Funktion RedueTreeEdges ist es, zu einem Wurzelbaum T

1

und einem Baum

T

2

eines Graphen G mit gemeinsamer Wurzel root Pfeile zu reduzieren, um einen Graphen zu

erhalten, der einen nihtreduzierbaren Wurzelbaum enthält.

Wir benötigen einen linearen Algorithmus ImmDom(G; root) [15, 14℄, der zu einem Graphen G

für jeden Knoten den direkten Dominator bezüglih root berehnet.

Dazu wird in der Arbeit von Simon der in Tabelle 5.10 dargestellte Algorithmus RedueTree-

Edges-Simon vorgeshlagen.

funtion RedueTreeEdges-Simon(G : graph; T

1

: graph; T

2

: graph; root : V )

H

2

:= G;

dom := ImmDom(G; root);

forall e = (x; y) 2 (T

1

\ T

2

)

if dom[x℄ 6= y

then H

2

:= H

2

nfeg;

end;

end;

return (G;H

2

)

Tabelle 5.10: Pseudoode RedueTreeEdges-Simon

Wir wollen nun die Argumentation aus der Arbeit von Simon [28, Seite 257℄ vorstellen.

Dazu müssen wir zwei Rihtungen betrahten. Sei dazu e = (x; y) 2 (T

1

\ T

2

) ein Pfeil. Im

ersten Fall sei der direkte Dominator von x der Knoten y. Das heiÿt, jeder Weg vom Knoten

x zur Wurzel root führt durh den Knoten y. Es folgt, daÿ der Pfeil (x; y) notwendig für

die Wurzelbaumeigenshaft ist. Im anderen Fall gibt es einen Weg zur Wurzel ohne den Pfeil

(x; y). Simon folgert daraus, daÿ der Pfeil für die Wurzelbaumeigenshaft niht benötigt wird.

Das ist aber falsh! Dies wird mit Hilfe des folgenden Beispiels verdeutliht werden.

Wir betrahten in Abbildung 5.8 den Beispielgraphen G im Bild 1 mit den direkten Domina-

toren sowie den Wurzelbaum T

1

und Baum T

2

im zweiten und dritten Bild.

Die folgenden Pfeile liegen sowohl in T

1

als auh in T

2

und werden im Algorithmus überprüft:

(4; 13); (11; 7); (5; 10); (2; 6); (9; 11); (12; 4); (7; 4).
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Die Pfeile (4; 13); (2; 6); (12; 4) und (7; 4) werden niht gelösht, da die direkten Dominatoren

der Anfangspunkte die jeweiligen Endpunkte der Pfeile sind.

Die restlihen Pfeile (11; 7); (5; 10) und (9; 11) werden gelösht.

Es ergibt sih der Graph im Bild 4. Dieser ist aber kein Wurzelbaum.

Der Grund hierfür ist in den beiden Pfeilen e

1

= (5; 10) und e

2

= (11; 7) zu suhen. Der

Knoten 4 ist jeweils der direkte Dominator der Knoten 5 und 10. Für den Knoten 5 gibt es

zwei vershiedene Wege zum Knoten 4, einer benutzt e

1

, der andere e

2

. Dies gilt ebenfalls für

den Knoten 10.

Löshen wir nun den Pfeil e

1

, so verändert sih der direkte Dominator des Knoten 10 zu 7.

Æ
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5.4 BEISPIEL

Die Berehnung der Dominatoren liefert nur solhe im Originalgraphen, aber kann niht be-

rüksihtigen, wie sih die Dominatoren verändern, falls ein Pfeil gelösht wird. So müÿten

nah jedem Löshen eines Pfeiles die direkten Dominatoren erneut berehnet werden. Dies

erhöht die Laufzeit in quadratishe Laufzeit.

Der Fehler des Ansatzes ist aber niht nur in der Laufzeit zu suhen. Nehmen wir nun einen

iterativen Dominatoralgorithmus an und betrahten die oben gegebene Situation. Der Pfeil

e

1

wird gelösht, e

2

aber niht. Es entsteht ein Wurzelbaum. Wir benötigen aber noh die

Eigenshaft der Nihtreduzierbarkeit für jeden Pfeil. Der Pfeil e

2

ist aber reduzierbar in G,

denn es gibt einen Weg 11! 5! 10! 9! 3! 7 in G.

Es muÿ also auÿerdem noh eine Anpassung des Graphen G erfolgen. Dieses wurde bei der

Entwiklung des Algorithmus RedueTreeEdges durh das Löshen von reduzierbaren Pfeilen

berüksihtigt und führte zum Graphen H

1

.

5.4 Beispiel

Den Algorithmus A haben wir shon an einem Beispiel erläutert. Wir wollen nun zu dem

entwikelten Algorithmus TransRed-Simon ein worst-ase Beispiel betrahten.

Worst-ase Beispiel

Dazu betrahten wir die Abbildung 5.9 und den Graphen G auf n Knoten.

Das Ergebnis ist im zweiten Bild dargestellt. Es besteht aus Pfeilen, die von der Wurzel 1

wegführen, dem nihtreduzierbaren Baum, und solhen die zur Wurzel hinführen, dem niht-

reduzierbaren Wurzelbaum. Das Ergebnis ist eine transitive Reduktion. Dieser Graph enthält

2n� 2 Pfeile.

Mit Hilfe des Meg im dritten Bild, der n Pfeile enthält, folgt die Güte 2�

2

n
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Meg zu G

Abbildung 5.9: Worst-ase zu TransRed-Simon
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Kapitel 6

Approximativer Algorithmus von

Khuller et al.

Wir wollen nun einen approximativen Algorithmus entwikeln, der aus einer Arbeit von Khuller

et al. [20℄ stammt.

Die Idee dieses Algorithmus ist es, in dem Graphen Kreise gröÿtmögliher Länge zu �nden.

Diese bilden zwar i.a. keine starke Zusammenhangskomponente, sind aber stark zusammen-

hängend. Durh eine Reduktion wird der Kreis im Graphen durh einen neuen Knoten ersetzt.

In diesem neuen Graphen wird nun wiederum nah langen Kreisen gesuht.

Dazu wählen wir vor der Ausführung des Algorithmus eine feste Zahl k 2 N und suhen Kreise

der Länge gröÿer gleih k. Sind keine mehr vorhanden, so dekrementieren wir k.

Dabei werden für die untershiedlihe Wahl von k auh vershieden gute Approximationen

erreiht. Für groÿe k erreihen wir Güten bis zu �

2

=6 � 1; 645, für k = 3 `nur' solhe von

1,75. Dabei sind alle Ansätze in polynomieller Zeit implementierbar. Der Ansatz für k = 3 ist

fast-linear.

In diesem Kapitel werden zuerst einige De�nitionen eingeführt sowie zugehörige Eigenshaften

bewiesen. Danah wird der allgemeine Ansatz genauer erläutert und die Güte für den allge-

meinen Fall hergeleitet. Der fast-lineare Ansatz für k = 3 wird anshlieÿend vorgestellt. Der

letzte Abshnitt dient dazu, die gefundenen Lösungen an einigen Beispielen zu verdeutlihen.

6.1 Grundlagen

Wir führen nun die Kontraktion formal ein und leiten wihtige Eigenshaften her, um diese

später verwenden zu können.

Der kontrahierte Graph ersetzt die Knoten durh einen neuen und streiht auftretende Shlei-

fen und doppelte Pfeile. Formal ist er durh folgende De�nition gegeben:

De�nition 6.1. Sei G = (V;E) ein Graph und e = (v; w) 2 E ein Pfeil aus G. Dann ist der

reduzierte (kontrahierte) Graph G=feg := (V

0

; E

0

) durh

� V

0

:= V nfv; wg [ (v;w)
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6.1 GRUNDLAGEN

� E

0

:= (E \ (V

0

� V

0

)) [ f((v;w); x) j x 2 V ^ ((v; x) 2 E _ (w; x) 2 E)g

[ f(x; (v;w)) j x 2 V ^ ((x; v) 2 E _ (x;w) 2 E)g

de�niert.

Diese De�nition wird nun durh das in Abbildung 6.1 dargestellte Beispiel veranshauliht.

Durh die Kontraktion eines Pfeiles (v; w) werden die Knoten v und w zusammengelegt, und

dadurh auftretende doppelte Pfeile sowie Shlingen gelösht.
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Abbildung 6.1: Beispiel zur De�nition 6.1.

Die Kontraktion ähnelt dem Reduktionsgraphen, bei dem die starken Zusammenhangskompo-

nenten zu Knoten reduziert werden. Auh hier kann die Kontraktion durh zwei Abbildungen

auf der Knotenmenge und der Pfeilmenge aufgefaÿt werden. Analog können auh die Re-

präsentantenabbildungen de�niert werden. Da wir aber keine Shlingen zulassen, müssen wir

die zur Kontraktion passende Abbildung auf der Pfeilmenge mit einem neuen Element ? zu

�

2

: E ! E

0

[ f?g erweitern, um deutlih zu mahen, daÿ ein Pfeil aus dem Originalgraphen

im kontrahierten Graphen niht abgebildet wird. Es stört niht, daÿ Shlingen niht abgebildet

werden, da diese nah Lemma 3.3. in Approximationen niht benötigt werden.

Um eine Menge von Pfeilen zu kontrahieren, �ndet eine Kontraktion der Pfeile naheinander

statt. Formal ist dies durh die folgende De�nition gegeben:

De�nition 6.2. Seien G = (V;E) ein Graph und S = fe

1

; : : : ; e

n

g � E eine Menge von

Pfeilen aus G. Wir de�nieren G=S rekursiv durh

G

0

=S :=

(

G=fe

1

g : jSj = 1

(G=fe

1

g)=f�(e

2

); : : : ; �(e

n

)g : jSj > 1

;

wobei � die Abbildung ist, die durh die Kontraktion G=fe

1

g entsteht. Auftretende Kontrak-

tionen mit dem Element ? werden durh G=f?g := G de�niert.

Bemerkung 6.1. Dabei ist es wihtig zu beahten, daÿ die Reihenfolge in der die Pfeile

kontrahiert werden, niht relevant ist. Formal ergeben sih zwar vershiedene Graphen, die

aber isomorph sind. Die Abbildung � ist notwendig, da die Pfeile e

2

; : : : ; e

n

durh die Kon-

traktion von e

1

eventuell niht mehr vorhanden sind.
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6.1 GRUNDLAGEN

Auh die Kontraktionen mehrerer Pfeile können als Abbildungen aufgefaÿt werden. Formal

sind diese Funktionen durh die Hintereinanderausführung der einzelnen durh die Kontrak-

tionen entstandenen Abbildungen gegeben.

Wir wollen nun einige wihtige Eigenshaften der Kontraktionsoperation erarbeiten.

Seien G ein stark zusammenhängender Graph und K ein Kreis in G. Wir wollen zeigen,

daÿ auh der kontrahierte Graph G=K stark zusammenhängend ist. Ersetzen wir die neu

entstandene Komponente wieder zurük, d.h. den neuen Knoten durh die Knoten auf dem

Kreis, und die neu entstandenen Pfeile jeweils durh einen Repräsentanten, so ist auh dieser

Graph stark zusammenhängend.

Um später niht formal argumentieren zu müssen, beweisen wir folgendes Lemma mit den

dazu eingeführten Abbildungen:

Lemma 6.1. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph, U = fu

0

; : : : ; u

n

g und

K = (u

0

; : : : ; u

n

; u

0

) ein Kreis in G. Seien (W;F ) := G=K der kontrahierte Graph und

�

V

: V ! W , �

E

: E ! F [ f?g die zur Kontraktion gehörenden Abbildungen sowie

 

W

: W ! V und  

F

: F ! E die Repräsentantenabbildungen. Auÿerdem sei

^

U = �

V

(u

0

)

der neu hinzugefügte Knoten in G=K.

Dann sind G

0

:= (V; (F \ E) [ K [  

F

(FnE)) und G=K stark zusammenhängend.

Beweis: Für den Beweis des starken Zusammenhanges von G=K seien x; y 2W . Falls x = y

oder x; y 6=

^

U gilt, ist ein Weg von x nah y offensihtlih. Sei nun x =

^

U 6= y. Da G stark

zusammenhängend ist, gibt es einen einfahen Weg P = (u

0

; : : : ; y) in G. Sei u

i

der letzte

Knoten aus U im Weg P und (u

i

; z) der zugehörige Pfeil. Dann ist �

E

(u

i

; z) = (

^

U; z) 2 F

und damit

^

U ! z ! � � � ! y ein Weg in G=K. Analog folgt die Behauptung für x 6=

^

U = y.

Für den zweiten Beweis wollen wir zuerst die Pfeilmenge von G

0

beshreiben. Sie besteht aus

Pfeilen des Graphen G=K, die auh in G enthalten sind. Damit sind die beteiligten Knoten

niht in dem Kreis K enthalten. Auÿerdem sind die Pfeile auf dem Kreis K sowie je ein

Repräsentant für jeden neuen Pfeil, der durh die Kontraktion entstanden ist, in G

0

enthalten.

Seien x; y 2 V . Wir wollen nun zeigen, daÿ es in G

0

einen Weg von x nah y gibt. Falls x; y 2 U

gilt, ist ein Weg durh den Kreis K gegeben. Falls x; y 62 U gilt, so ist ein Weg durh den

starken Zusammenhang von G gegeben.

Sei nun x 62 U und y = u

j

2 U . Da G=K stark zusammenhängend ist, gibt es einen einfahen

Weg P = (x = x

0

; : : : ; x

n

= y) von x nah y in G=K. Sei (x

n�1

; u

i

) :=  

F

(x

n

� 1; x

n

) der

Repräsentant des Pfeiles (x

n�1

; x

n

). Dann ist x

0

! � � � ! x

n�1

! u

i

�

��!

K

u

j

= y ein Weg von

x nah y in G

0

. Der umgekehrte Fall (mit y 62 U und x 2 U) folgt analog.

Im folgenden Lemma wird die Beziehung zwishen der optimalen Lösung und den Eigenshaf-

ten der enthaltenen Kreise harakterisiert.

Lemma 6.2. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph und  die Länge eines

längsten Kreises in G. Dann gilt:

OPT (G) �



� 1

(jV j � 1):
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6.1 GRUNDLAGEN

Beweis: Sei M = (V;E

0

) ein Meg von G und S = ;. Wir bemerken zuerst, daÿ es in einem

stark zusammenhängenden Graphen mit mindestens zwei Knoten immer einen Kreis gibt.

Finde einen Kreis K = (v; : : : ; v) in M . Kontrahiere nun K, füge die Pfeile zu S hinzu und

erhalte M := M=K. Wiederhole diesen Shritt solange, bis M nur noh aus einem Knoten

besteht.

Dabei bleibtM nah Lemma 6.1. immer stark zusammenhängend. Wir können die Shritte also

wiederholt anwenden, und durh jV (M)j < jV (M=K)j wird abgesihert, daÿ es nur endlih

viele Shritte gibt. Auÿerdem wird durh die Kontraktion die Länge eines längsten Kreises

niht gröÿer, und in S werden alle Pfeile von M aufgesammelt. Es sind niht weniger Pfeile,

denn sonst würden wir einen stark zusammenhängenden Graphen erhalten, der weniger Pfeile

als der Meg enthält.

Wir wollen nun die Anzahl der Pfeile gegen die Anzahl der Knoten abshätzen:

In jedem Shritt werden die Pfeile auf einem Kreis der Länge b �  kontrahiert und ent-

sprehend die b Knoten auf dem Kreis zu einem neuen zusammengefaÿt. Auÿerdem werden

eventuell noh weitere l Pfeile gelösht. Der neue Graph M=K besitzt b� 1 Knoten und b+ l

Pfeile weniger als M .

Das Verhältnis der Anzahl der kontrahierten Pfeile gegenüber der Abnahme der Knoten in M

entspriht also:

b+ l

b� 1

�

b

b� 1

�



� 1

. Also ist die Güte in jedem Shritt mindestens



� 1

.

Da es höhstens jV j � 1 solher Shritte geben kann, ist die Gesamtgüte



� 1

(jV j � 1).

Es folgt die Behauptung: OPT (G) �



� 1

(jV j � 1).

Dieses Lemma zeigt einen einfahen Beweis für das Lemma 3.3. (i). Es folgt auÿerdem, daÿ in

einem stark zusammenhängenden Graphen, der nur Kreise der Länge zwei enthält, ein Meg

(mindestens) 2jV j � 2 Pfeile besitzt.

Bemerkung 6.2. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph und S � E eine

Menge von Pfeilen. Dann gilt:

OPT (G) � OPT (G=S):

Beweis: Seien M = (V;R) ein Meg von G und G

0

:= (V

0

; E

0

) := G=S.

Damit gilt jRj = OPT (G) und durh die Kontraktion entsteht eine Repräsentantenabbildung

' : E ! E

0

[ f?g, die jedem Pfeil in G höhstens einen Repräsentanten in G

0

zuordnet. Dann

ist (V

0

; '(R) \ V

0

� V

0

) ein stark zusammenhängender Untergraph von G

0

mit höhstens jRj

Pfeilen.

Es folgt die Behauptung durh OPT (G) = jRj � j'(R) \ V

0

�V

0

j � jE

0

j = OPT (G=S).

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels benötigen wir einige mathematishe Gleihungen, die hier

kurz zusammengestellt sind und sih bei Bronstein [7℄ �nden.

Bemerkung 6.3. Es gilt:

(i) 8 k 2 N :

1

X

i=k

1

i(i+ 1)

=

1

k
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6.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

(ii)

1

X

i=3

1

(i� 1)(i � 2)

= 1

(iii)

1

X

i=1

1

i

2

=

�

2

6

.

6.2 Entwiklung des Algorithmus

Ziel ist es nun, einen approximativen Algorithmus zu entwikeln. Dazu wird zuerst ein allge-

meiner Ansatz vorgestellt, der im folgenden Abshnitt in einem Spezialfall in einen programm-

nahen Pseudoode umgesetzt wird.

6.2.1 Allgemeiner Algorithmus

Wie in der Einleitung beshrieben, besteht die Idee dieses Ansatzes darin, Kreise möglihst

groÿer Länge zu �nden, um diese dann zu kontrahieren. Dabei ist es niht möglih naheinander

die längsten Kreise suhen, da die Bestimmung des längsten Kreises in einem Graphen NP-

hart ist [10℄.

Um einen polynomiellen Algorithmus zu entwikeln, müssen wir uns auf geeignete Weise ein-

shränken und suhen aus diesem Grund nur Kreise einer bestimmten (konstanten) Länge.

Dazu wählen wir uns vor der Ausführung ein festes k 2 N.

Diese Ideen liefern den in Tabelle 6.1 dargestellten Algorithmus.

funtion CONTRACT-CYCLES

k

(G : graph)

H := G;

Res := ;;

for i = k to 2 by �1 do

while H enthält Kreis der Länge � i

Sei L so ein Kreis;

Res := Res [ L;

H := H=L;

end;

end;

return Res

Tabelle 6.1: Pseudoode CONTRACT-CYCLES

k

Wir werden später zeigen, daÿ der Algorithmus in polynomieller Zeit implementiert werden

kann. Der Spezialfall k = 3 und seine fast-lineare Implementierung sind Thema des Abshnittes

6.2.2.

Wir kümmern uns in diesem Abshnitt niht um formale Details einer Implementierung, bei der

z.B. zu den Pfeilen auf dem Kreis jeweils ein Repräsentant ausgewählt werden muÿ. Abgesehen
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6.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

davon ist durh eine wiederholte Anwendung des Lemmas 6.1. klar, daÿ die aufgesammelten

Pfeile einen stark zusammenhängenden Untergraphen der Eingabe bilden.

Im folgenden Lemma betrahten wir die Güte des Algorithmus CONTRACT-CYCLES

k

.

Theorem 6.1. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph und k 2 N. Dann gibt

CONTRACT-CYCLES

k

(G) höhstens 

k

� OPT (G) Pfeile zurük, wobei

�

2

6

� 

k

�

�

2

6

+

1

(k � 1)k

gilt.

Beweis: Wir zählen zunähst die Pfeile ab, die im Ergebnis Res sind. Bezeihne dazu mit

n

i

die Anzahl der Knoten, die nah der Kontraktion der Kreise der Länge i im Graphen

vorhanden sind, und mit n = n

k+1

= jV j die Anzahl der Knoten in G.

Wir betrahten die Kontraktion der Kreise der Länge i < k. Seien in diesem Shritt j Kreise

gefunden worden. Dann gilt zunähst, daÿ ji Pfeile zum Ergebnis hinzugefügt worden sind

und daÿ sih die Anzahl der Knoten um j(i� 1) verringert hat. Zudem läÿt sih diese Anzahl

auh durh n

i+1

� n

i

beshreiben. Dann gilt:

ji = j(i� 1)

i

i� 1

= (n

i+1

� n

i

)

i

i� 1

:

Im ersten Shritt, der Kontraktion der Kreise der Länge � k, shätzen wir die Anzahl dement-

sprehend mit

k

k � 1

(n � n

k

) ab. Für i 2 f2; : : : ; k � 1g benutzen wir im folgenden die Ab-

shätzung:

i

i� 1

(n

i+1

� n

i

).

Nun shätzen wird die Gesamtzahl der Pfeile wie folgt ab:

k

k � 1

(n� n

k

) +

k�1

X

i=2

i

i� 1

(n

i+1

� n

i

)

=

k

k � 1

(n� n

k

) +

2

1

(n

3

� n

2

) +

3

2

(n

4

� n

3

) + � � � +

k � 1

k � 2

(n

k

� n

k�1

)

=

k

k � 1

(n� n

k

)� 2n

2

+

�

2

1

�

3

2

�

n

3

+ � � � +

�

k � 2

k � 3

�

k � 1

k � 2

�

n

k�1

+

k � 1

k � 2

n

k

=

kn

k � 1

�

k

k � 1

n

k

� 2n

2

+

k�1

X

i=3

�

i� 1

i� 2

�

i

i� 1

�

n

i

+

k � 1

k � 2

n

k

=

kn

k � 1

� 2n

2

+

k

X

i=3

�

i� 1

i� 2

�

i

i� 1

�

n

i

=

kn

k � 1

� 2n

2

+

k

X

i=3

�

(i� 1)(i � 1)

(i� 2)(i � 1)

�

i(i� 2)

(i� 1)(i � 2)

�

n

i

=

kn

k � 1

� 2n

2

+

k

X

i=3

�

n

i

(i� 1)(i � 2)

�
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=

kn

k � 1

� 2n

2

+

k

X

i=3

�

n

i

(i� 1)(i � 2)

�

�

k

X

i=3

�

1

(i� 1)(i � 2)

�

+

k

X

i=3

�

1

(i� 1)(i � 2)

�

| {z }

=0

=

kn

k � 1

� 2n

2

+

k

X

i=3

�

n

i

� 1

(i� 1)(i � 2)

�

+

k

X

i=3

�

1

(i� 1)(i � 2)

�

=

kn

k � 1

+

k

X

i=3

�

n

i

� 1

(i� 1)(i� 2)

�

�

0

B

B

B

B

�

2n

2

|{z}

�2

�

k

X

i=3

�

1

(i� 1)(i� 2)

�

| {z }

<1

1

C

C

C

C

A

| {z }

>0

<

kn

k � 1

+

k

X

i=3

�

n

i

� 1

(i� 1)(i� 2)

�

=

�

1 +

1

k � 1

�

n+

k

X

i=3

�

n

i

� 1

(i� 1)(i � 2)

�

:

Mit Hilfe der Gleihungen OPT (G) � n (Lemma 3.3.(i)) und OPT (G) �

i� 1

i� 2

(n

i

� 1) für

alle i 2 f3; : : : ; kg (Lemma 6.2.) sowie der Bemerkung 6.2. ergibt sih folgende Abshätzung

der Güte:

(1 +

1

k�1

)n

OPT (G)

+

k

X

i=3

n

i

�1

(i�1)(i�2)

OPT (G)

�

(1 +

1

k�1

)n

n

+

k

X

i=3

n

i

�1

(i�1)(i�2)

i�1

i�2

(n

i

� 1)

=

1

k � 1

+ 1 +

k

X

i=3

(n

i

� 1)(i � 2)

(i� 1)(i � 2)(i� 1)(n

i

� 1)

=

1

k � 1

+ 1 +

k

X

i=3

1

(i� 1)(i � 1)

=

1

k � 1

+ 1 +

k�1

X

i=2

1

i

2

=

1

k � 1

+

k�1

X

i=1

1

i

2

:

Die Güte können wir also durh 

k

:=

1

k � 1

+

k�1

X

i=1

1

i

2

abshätzen. Nun wollen wir die Unglei-

hungen

�

2

6

� 

k

�

�

2

6

+

1

(k � 1)k

zeigen.
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Wir beweisen zuerst die zweite Ungleihung:



k

=

1

k � 1

+

k�1

X

i=1

1

i

2

=

�

2

6

+

1

k � 1

�

1

X

i=k

1

i

2

�

�

2

6

+

1

k � 1

�

1

X

i=k

1

i(i+ 1)

=

�

2

6

+

1

k � 1

�

1

k

=

�

2

6

+

1

(k � 1)k

:

Um zu zeigen, daÿ

�

2

6

� 

k

gilt, reiht es

1

k � 1

�

1

X

i=k

1

i

2

zu zeigen.

De�niere dazu f : R

+

! R

+

; x 7!

1

x

2

. Offensihtlih ist f monoton fallend. Seien k; n 2 N mit

k � n. Dann gilt:

n

X

i=k

1

i

2

�

Z

n

k�1

1

x

2

dx =

�

�

1

x

�

n

k�1

= �

1

n

+

1

k � 1

:

Mit dem Grenzübergang für n!1 folgt

1

P

i=k

1

i

2

�

1

k � 1

.

Es lassen sih also für die vershiedene Wahl von k untershiedlihe Approximationsgüten

erreihen. Diese sind in Tabelle 6.3 beispielhaft dargestellt. Beahte dabei, daÿ für kleine k die

Güten ohne die Abshätzung aus Theorem 6.1. exakt berehnet werden können.

Den theoretishen Werten 

k

stehen hier praktish erreihbare b

k

's gegenüber. Es gibt also

Graphen für die????? der Algorithmus CONTRACT-CYCLES

k

`nur' Approximationen mit der

Güte b

k

liefert. Für k = 3 wird so ein Graph später im Abshnitt 6.3 präsentiert.

Die Untershiede zwishen 

k

und b

k

bei groÿen k's mahen deutlih, daÿ die Abshätzung der

Güte noh besser sein könnte.

k 3 4 5 1



k

1,75 1,694 1,674 1,645

b

k

1,75 1,666 1,625 1,5

Tabelle 6.2: Güten des Approximationsalgorithmus

Wir wollen nun zeigen, daÿ CONTRACT-CYCLES

k

für beliebiges k in polynomieller Zeit imple-

mentiert werden kann.
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Dazu sei k 2 N und G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph, sowie jV j = n und

jEj = m. Um einen Kreis mit mindestens der Länge j zu �nden, prüfen wir für jeden einfahen

Weg (v

1

; : : : ; v

j

) der Länge j � 1 in G, ob es einen Weg von v

j

nah v

1

gibt. Falls j gerade

ist, gibt es höhstens m

j=2

solher einfahen Wege, sonst höhstens nm

(j�1)=2

. Der Test, ob

es einen Weg gibt, benötigt O(m) Zeit. Also kann der Test für die Kreise der Länge j in

O(m

j=2

m) = O(m

1+j=2

) bzw. O(nm

(j�1)=2

m) = O(nm

(j+1)=2

) erfolgen. Die innere while-

Shleife wird insgesamt höhstens n-mal durhlaufen, die äuÿere for-Shleife k-mal. Es ergibt

sih eine Gesamtlaufzeit für gerade k von O(n

k

P

i=1

m

1+i=2

) = O(nkm

(1+k=2

) = O(nm

1+k=2

),

für ungerade von O(n

k

P

i=1

nm

(i+1)=2

) = O(nknm

(k+1)=2

) = O(n

2

m

(k+1)=2

).

Also kann CONTRACT-CYCLES

k

in polynomieller Zeit implementiert werden.

6.2.2 Ein fast-linearer Approximationsalgorithmus

Wir wollen nun den in Tabelle 6.1. dargestellten Algorithmus CONTRACT-CYCLES

k

für k = 3

implementieren. Dabei reduziert sih CONTRACT-CYCLES

3

auf zwei Teile: In der ersten Phase

werden �lange� Kreise der Länge � 3 gesuht und kontrahiert, in der zweiten die �kurzen� der

Länge zwei.

Es sind vor allem das in 6.2.1 angesprohene Finden von Repräsentanten sowie das ef�ziente

Suhen der Kreise zu implementieren.

Die erste Phase wollen wir mit Hilfe eines modi�zierten DFS-Durhlaufes DFS-CONTRACT ent-

wikeln, die zweite mit Hilfe der später vorgestellten Prozedur ADD-2-CYCLES.

Dabei speihern wir in der Variablen S das Ergebnis und erhalten den in Tabelle 6.3 darge-

stellten grundsätzlihen Aufbau.

funtion CONTRACT-CYCLES

3

(G = (V;E) : graph)

S = ;;

hoose root 2 V ;

DFS-CONTRACT(root);

ADD-2-CYCLES();

return (V; S)

Tabelle 6.3: Pseudoode CONTRACT-CYCLES

3

DFS-CONTRACT

Zunähst wollen wir nun den Tiefensuhdurhlauf dfs so modi�zieren, daÿ wir alle langen

Kreise �nden. Bezeihne dazu im folgenden mit G

0

den aktuell bearbeiteten Graphen, d.h.

die Knoten und Pfeile, die shon besuht wurden. Aus G

0

und S wird mit G

0

=S der aktu-

elle kontrahierte Graph bezeihnet, d.h. der abgearbeitete Graph in dem shon lange Kreise
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kontrahiert wurden. Wenn wir einen Pfeil besuhen und er einen langen Kreis in G

0

=S bildet,

sollen die Pfeile in S übernommen werden und die Knoten auf dem Kreis zu einem neuen

kontrahiert werden. So können wir formal durh die Invariante aus Lemma 6.3. zusihern, daÿ

der Graph G

0

=S nie lange Kreise enthält.

Für einen Knoten w bezeihnen wir mit W seinen Repräsentantenknoten in G

0

=S. Dieser

wird durh eine union-�nd-Struktur [23℄ dargestellt. Die Initialisierung MAKESET(v) ordnet

jedem Knoten sih selbst als Repräsentanten zu. Falls mit UNION(u; v) zwei Komponenten zu

einer zusammengefaÿt werden, kann danah mit Hilfe von FIND(v) der (neue) Repräsentant

gefunden werden. Um uns von der konkreten Implementierung zu lösen, bezeihnen wir für

einen Knoten x 2 V seinen Repräsentanten in G

0

=S mit X und die Menge der Knoten mit

diesem Vertreterknoten mit

^

X.

Die Invariante sihert auÿerdem, daÿ der Graph G

0

=S nur aus einem Baum und eventuell

dazugehörigen Rükwärtspfeilen besteht (siehe Abbildung 6.4). Daher gibt es immer einen

eindeutigen Weg von der Wurzel zu jedem Knoten und höhstens einen von jedem Knoten zur

Wurzel in G

0

=S. Diese eindeutigen Wege werden durh die Felder from�root bzw. to�root

dargestellt.

Die Knoten, für die der DFS-Aufruf noh niht beendet ist, bilden einen Weg in G

0

=S, den

aktiven Weg. Er wird mit Hilfe des Feldes to�ative dargestellt.

Fassen wir die benötigten Felder noh einmal mit ihren formalen Eigenshaften zusammen,

wobei wir mit nil und urrent zwei ausgezeihnete Konstanten bezeihnen:

� from�root(W ): V (G

0

=S)! E [ fnilg

gibt für jeden Baumpfeil (U;W ) in G

0

=S einen Pfeil (u;w) 2 (

^

U �

^

W ) \ E zurük,

sonst nil.

� to�root(U): V (G

0

=S)! E [ fnilg

gibt für jeden Rükwärtspfeil (U;W ) in G

0

=S einen Pfeil (u;w) 2 (

^

U �

^

W ) \ E zurük,

sonst nil.

� to�ative(U): V (G

0

=S)! E [ furrent; nilg

Für jeden Knoten u auf dem aktiven Weg gilt: to�ative[U ℄ = (u;w) 2 (

^

U �

^

W ) \ E,

wobei W Kind von U ist, und die Tiefensuhe von w rekursiv durh u aufgerufen wird.

Für den aktuellen Knoten u gilt: to�ative[U ℄ = urrent.

Für alle anderen Knoten u gilt: to�ative[U ℄ = nil.

Die Felder sihern zu, daÿ wir im folgenden im Graphen G

0

=S stets Repräsentanten für jeden

Pfeil �nden können.

Für eine anshaulihe Bedeutung der Felder sei auf den Abshnitt 6.3 verwiesen.

Wir wollen nun die vershiedenen Fälle in einem Tiefensuhdurhlauf bearbeiten. Dabei sei u

der aktuelle Knoten.
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Der erste Fall behandelt das Besuhen eines weiÿen Knotens w. Also ist (u;w) ein Baumpfeil.

Es wird kein Kreis geshlossen, w wird der neue aktuelle Knoten, und der aktive Weg und der

eindeutige Weg von der Wurzel aus werden um den Pfeil (u;w) verlängert.

MAKE-SET(w);

to�ative[FIND(u)℄ := (u;w);

from�root[FIND(w)℄ := (u;w);

Im zweiten Fall, dem Abarbeiten eines besuhten Knotens w, wird nun ein Kreis gefunden.

Zuerst wollen wir die Kreise der Länge 1, die Shlingen, ausshlieÿen, die nur dann vorliegen,

wenn die Knoten u und w denselben Vertreterknoten haben.

if FIND(u) 6= FIND(w)

Auÿerdem wollen wir ausshlieÿen, daÿ der Kreis die Länge zwei besitzt. Dies ist genau dann

der Fall, wenn in G

0

=S W der Vater von U oder W der Sohn von U ist.

(x; y) = from�root[U ℄ sei der eindeutige Pfeil von der Wurzel aus, d.h. X ist der Vater von

Y = U . Falls nun x und w dieselben Vertreterknoten besitzen, hat der Kreis U = Y ! X

= W ! U die Länge zwei. (u;w) ist daher ein Rükwärtspfeil, das Feld to�root kann an der

Stelle U zu (x; y) aktualisiert werden.

(x; y) := from�root[FIND(u)℄;

if FIND(x) = FIND(w)

then to�root[FIND(u)℄ := (u;w);

end;

Um den anderen Fall abzudeken, betrahten wir (x; y) = to�root[W ℄. X ist der Vaterknoten

von W in G

0

=S. Analog wie oben folgt im Fall X = U , daÿ der Weg X = U ! Y = W ! U

die Länge zwei besitzt. Da der Vorwärtspfeil (u;w) niht für die Felder benötigt wird, �ndet

keine Aktualisierung statt.

(x; y) := from�root[FIND(w)℄;

if FIND(x) = FIND(u)

then /* nothing to do */

end;

In allen anderen Fällen wird ein langer Kreis geshlossen. Mit Hilfe der noh zu entwikelnden

Prozedur CONTRACT-CYCLE werden die Knoten auf dem Kreis kontrahiert und die Pfeile zu S

hinzugefügt.

CONTRACT-CYCLE(w);

S := S [ f(u;w)g;
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Das Feld to�ative wird auÿerdem vor und nah jedem rekursiven Aufruf aktualisiert. Im Detail

heiÿt dies, daÿ beim Aufruf zuerst to�ative[U ℄ auf urrent gesetzt wird. Dies geshieht auh,

wenn ein rekursiver Aufruf von DFS-CONTRACT beendet wird. Falls alle Nahfolger abgearbeitet

sind, wird der aktive Weg durh to�ative[U ℄ := nil verkürzt.

Diese Ideen führen zum Algorithmus DFS-CONTRACT, der in Tabelle 6.4 dargestellt wird.

proedure DFS-CONTRACT(u : V )

to�ative[FIND(u)℄ := urrent;

forall w 2 V with (u;w) 2 E do

if w is not yet visited

then MAKE-SET(w);

to�ative[FIND(u)℄ := (u;w);

from�root[FIND(w)℄ := (u;w);

DFS-CONTRACT(w);

to�ative[FIND(u)℄ := urrent;

else if FIND(u) 6= FIND(w)

then (x; y) := from�root[FIND(u)℄;

if FIND(x) = FIND(w)

then to�root[FIND(u)℄ := (u;w);

else (x; y) := from�root[FIND(w)℄;

if FIND(x) 6= FIND(u)

then CONTRACT-CYCLE(w);

S := S [ f(u;w)g;

end;

end;

end;

end;

end;

to�ative[FIND(u)℄ := nil;

Tabelle 6.4: Pseudoode DFS-CONTRACT

CONTRACT-CYCLE

Nun wollen wir die Prozedur CONTRACT-CYCLE entwikeln, die zu dem besuhten Knoten w

alle Pfeile auf dem Weg nah u aufsammelt und alle Knoten zu einer neuen Komponente in

G

0

=S vershmilzt.

Der Weg zu u ist dabei eindeutig durh die Felder to�root und to�ative bestimmt. Er besteht

aus einem Weg aus Rükwärtspfeilen zum nähsten gemeinsamen Vorfahren von u und w und

aus dem aktiven Weg von diesem zum Knoten w. Dabei ist der nähste gemeinsame Vorfahre

der erste Knoten auf diesem Weg, der auf dem aktiven Weg liegt.

62



6.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

Wir wollen dabei jeweils den aufgesammelten Knoten in die Komponente W aufnehmen.

Deshalb wird mit w immer der aktuelle Knoten bezeihnet.

Wir sammeln solange Pfeile auf, bis der Knoten w in der Komponente des aktuellen Knotens

u liegt.

while to�ative[FIND(w)℄ 6= urrent do

Nun prüfen wir, ob der aktuelle Knoten im ersten oder im zweiten Teil des Weges ist, d.h. ob

wir uns shon auf dem aktiven Weg be�nden oder niht.

if to�ative[FIND(w)℄ = nil

Im ersten Fall ist der aktive Weg noh niht erreiht und der eindeutige Weg durh einen

Rükwärtspfeil gegeben, den wir zu S hinzufügen. Die Rükwärtspfeile haben wir in to�root

gespeihert.

Wir werden im Lemma 6.3. formal zeigen, daÿ so ein Rükwärtspfeil immer existiert, d.h. daÿ

to�root an der Stelle W niht nil ist. Der Grund dafür ist, daÿ dieser Teil des Graphen vom

Tiefensuhdurhlauf shon vollständig besuht wurde. Aus dem starken Zusammenhang des

Originalgraphen folgt, daÿ mindestens ein Pfeil von diesem Knoten W wegführt.

(; p) := to�root[FIND(w)℄;

S := S [ f(; p)g;

Im zweiten Fall ist der Pfeil durh den aktiven Weg selbst gegeben. Wir fragen das Feld

to�ative an der Stelle W ab und fügen den gefundenen Pfeil hinzu. Dieser existiert, weil sih

W auf dem aktiven Weg be�ndet.

(p; ) := to�ative[FIND(w)℄;

S := S [ f(p; )g;

Beahte dabei, daÿ der Knoten  in beiden Fällen in derselben Komponente liegt wie w. Es

brauhen jetzt nur noh die drei Felder des Knotens p abgefragt zu werden. Die Knoten p und

 werden vereinigt und die Daten werden in dem Knoten w aktualisiert. Dabei muÿ der aktive

Weg dann aktualisiert werden, wenn sih w auf diesem befand. Deshalb nehmen wir hier eine

Aktualisierung der beiden anderen Felder vor.

f := from�root[FIND(p)℄;

t := to�root[FIND(p)℄;

UNION(p; );

from�root[FIND(w)℄ := f ;

to�root[FIND(w)℄ := t;

Fassen wir die entwikelten Shritte zusammen und berüksihtigen die Aktualisierung des

aktiven Weges, ergibt sih der in Tabelle 6.5 dargestellte Pseudoode CONTRACT-CYCLE.
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proedure CONTRACT-CYLCE(w : V )

while to�ative[FIND(w)℄ 6= urrent do

if to�ative[FIND(w)℄ = nil

then (; p) := to�root[FIND(w)℄;

a := to�ative[FIND(p)℄;

S := S [ f(; p)g;

else (p; ) := to�ative[FIND(w)℄;

a := to�ative[FIND(w)℄;

S := S [ f(p; )g;

end;

f := from�root[FIND(p)℄;

t := to�root[FIND(p)℄;

UNION(p; );

to�ative[FIND(w)℄ := a;

from�root[FIND(w)℄ := f ;

to�root[FIND(w)℄ := t;

end;

Tabelle 6.5: Pseudoode CONTRACT-CYCLE

Invariantenbeweis

Durh die Herleitung ist klar, daÿ nur lange Kreise kontrahiert und in das Ergebnis S aufge-

nommen werden.

Es bleibt noh formal zu zeigen, daÿ der Graph G

0

=S nie einen langen Kreis enthält und für

die Knoten, die niht auf dem aktiven Weg liegen, immer Rükwärtspfeile vorhanden sind.

Lemma 6.3. Nah dem Einfügen eines Pfeiles zu G

0

und der möglihen Kontraktion eines

Kreises durh das Hinzufügen zu S gilt:

(a) Der Graph G

0

=S besteht aus Baumpfeilen und eventuell zugehörigen Rükwärtspfeilen.

(b) Die einzigen Rükwärtspfeile, die mögliherweise niht vorhanden sind, be�nden sih auf

dem aktiven Weg vom Vertreterknoten mit dem Wurzelknoten root zum Vertreterknoten,

der den aktuellen Knoten enthält.

Beweis: Die Invarianten (a) und (b) sind zu Beginn korrekt, da der Graph G

0

noh keinen

Pfeil und nur einen Knoten enthält. Sie werden also etabliert. Der allgemeine Aufbau der

Tiefensuhe sihert zu, daÿ der Graph G

0

=S immer einen Baum enthält.

Die Aufrehterhaltung von (a) und (b) zeigen wir in folgenden Fällen:

(i) Besuh eines Pfeiles (u;w), wobei w noh unbesuht ist: Der Knoten w und der Pfeil

(u;w) werden zu G

0

hinzugefügt. Der Knoten w wird der aktuelle Knoten. In G

0

=S

wird der Zweig durh den Pfeil (U;W ) erweitert. Da kein anderer Pfeil oder Knoten

64



6.2 ENTWICKLUNG DES ALGORITHMUS

hinzugefügt wird, entsteht kein Kreis. Also ist Teil (a) der Invariante korrekt. Der aktive

Weg enthält den ursprünglihen aktiven Weg, also tri�t auh Teil (b) zu.

(ii) Besuh eines Pfeiles (u;w), wobei w shon besuht ist: Der Pfeil (u;w) wird zu G

0

hin-

zugefügt. Falls U =W oder (U;W ) 2 G

0

=S, wird kein neuer Kreis erzeugt. Dann bleibt

G

0

=S unverändert, also sind (a) und (b) korrekt. Sonst wird (u;w) zu G

0

hinzugefügt,

und es entsteht ein Kreis aus folgenden Pfeilen: P = w

�

��! la(u;w)

�

��! u �! w. Also

wird (U;W ) zu G

0

=S hinzugefügt. Besitzt der Kreis eine Länge � 3 wird der Kreis kon-

trahiert, und Teil (a) ist korrekt. Der aktive Weg wird höhstens durh die Kontraktion

verkleinert, also ist Teil (b) korrekt.

(iii) Alle Pfeile von u aus sind abgearbeitet: Da kein Pfeil und kein Knoten hinzugefügt

wird, bleibt Teil (a) erhalten. Sei nun w der neue aktuelle Knoten, d.h. w ist der Vater

von u im DFS-Baum. Falls W = U gilt, bleibt Teil (b) erhalten, da der aktive Weg

unverändert ist. Sonst sei D die Menge der Nahfolger von u im DFS-Baum. Da G

stark zusammenhängend ist, gibt es einen Pfeil (x; y) mit x 2 D und y 2

^

UnD. Da

alle Knoten in D abgearbeitet sind, gilt (x; y) 2 G

0

=S. Nah Teil (a) ist x 2 U und

y 2 W , sonst bildet X ! Y ! W ! U ! X einen langen Kreis in G

0

=S. Der aktive

Weg wird verkürzt, aber in dem verkürzten Teil gibt es einen Rükwärtspfeil, nämlih

(x; y) 2 (

^

U;

^

W ).

ADD-2-CYCLES

Im folgenden wollen wir die kurzen Kreise zum Ergebnis S hinzufügen. Dies soll mit Hilfe der

Prozedur ADD-2-CYCLES geshehen.

Nah Lemma 6.3. besteht der Graph G

0

=S nah der Kontraktion aller langen Kreise aus

einer Baumstruktur und allen zugehörigen Rükwärtspfeilen. Dabei bilden ein Baumpfeil

und der zugehörige Rükwärtspfeil einen Kreis der Länge zwei. Nun können wir die Felder

to�root und from�root nohmals verwenden. Sie geben für jeden Vertreterknoten gerade ein

Paar zusammengehöriger Pfeile an. Beahte dabei, daÿ die Felder für den Vertreterknoten mit

dem Element root niht de�niert sind. Beahte auh, daÿ Pfeile eventuell mehrfah eingefügt

werden, weil wir ja nur für alle Vertreterknoten Pfeile einfügen wollen. Dies ändert aber nihts

am Ergebnis.

Fassen wir diese Ideen zusammen, so ergibt sih der Algorithmus ADD-2-CYCLES aus Tabelle

6.6.

6.2.3 Theoretishe Eigenshaften

Wir wollen nun die theoretishen Eigenshaften des Algorithmus CONTRACT-CYCLES

3

zusam-

menfassen.

Lemma 6.4. Seien G = (V;E) ein stark zusammenhängender Graph, jV j = n und jEj = m.

Dann berehnet CONTRACT-CYCLES

3

(G) eine Approximation eines Meg von G mit Güte 1,75

in Zeit O(m�(m;n)), wobei �(m;n) die Inverse der Akermann-Funktion ist.
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6.3 BEISPIELE

proedure ADD-2-CYCLES()

forall v 2 V

if FIND[root℄ 6= FIND[v℄

then (x; y) := to�root[FIND(v)℄;

S := S [ f(x; y)g;

(x; y) := from�root[FIND(v)℄;

S := S [ f(x; y)g;

end;

end;

Tabelle 6.6: Pseudoode ADD-2-CYCLES

Beweis: Die Korrektheit wurde shon in der Herleitung gezeigt, die Güte folgt sofort aus

dem Theorem 6.1.. Die Laufzeit ergibt sih aus der Laufzeit eines DFS-Durhlaufes, sowie der

Tatsahe, daÿ Zugriffe auf eine union-�nd-Struktur die Laufzeit �(m;n) benötigen [32℄.

Bemerkung 6.4. Das Ergebnis von CONTRACT-CYCLES

3

ist i.a. keine transitive Reduktion.

6.3 Beispiele

Wir betrahten in diesem Abshnitt ein erläuterndes Beispiel zum entwikelten Algorithmus

CONTRACT-CYCLES

3

, ein worst-ase Beispiel und ein gröÿeres Beispiel zur Illustration.

Beispieldurhlauf

Wir betrahten den Beispielgraphen in Abbildung 6.2. Die Knoten sind mit kleinen Buhstaben

gekennzeihnet, um später die Repräsentanten als groÿe Buhstaben kenntlih zu mahen.
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Abbildung 6.2: Originalgraph G

Wir wollen in einem beispielhaften Durhlauf nun den Algorithmus CONTRACT-CYCLES

3

nah-

vollziehen. Im ersten Shritt wird der modi�zierte DFS-Durhlauf DFS-CONTRACT ausgeführt.
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Dazu sei a der Startknoten der Tiefensuhe und die Abarbeitungsreihenfolge der Pfeile durh

(a; b), (b; ), (; d), (d; b), (d; a), (b; e), (e; d), (a; f), (f; g), (g; f), (g; h), (h; d) festgelegt.

Nah dem Besuh des Pfeiles (d; b) wird der Kreis B ! C ! D ! B gefunden und zu B

kontrahiert.

Die Situation vor der Kontraktion sowie die Inhalte der drei Felder werden in Abbildung 6.3

dargestellt:
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A B C D

from�root nil (a,b) (b,) (,d)

to�root nil nil nil nil

to�ative (a,b) (b,) (,d) nil

Abbildung 6.3: Besuh von (d; b)

Die Abbildung 6.4 zeigt die Situation vor dem Besuh des letzten Pfeiles. Auÿerdem werden

die Felder to�ative, to�root und from�root dargestellt. Wir erkennen die Zuweisung der

Pfeile des kontrahierten Graphen zu einem aus dem Originalgraphen.

Wir wollen nun die Wirkungsweise der Prozedur CONTRACT-CYCLE verdeutlihen. Sei dazu H

der aktuelle Knoten und (h; d) der nähste zu besuhende Pfeil. Es wird ein langer Kreis

geshlossen, denn es gilt: Die Vertreterknoten von h(H) und d(B) sind vershieden, und B

und H stehen niht in einer Vater-Kind-Beziehung.

Da E niht auf dem aktiven Weg liegt, werden zuerst (e; d) und danah (d; a) zu S hinzu-

gefügt. Da der Knoten A auf dem aktiven Weg liegt, werden nun Pfeile vom aktiven Weg

aufgesammelt. Also kommen (a; f); (f; g) und (g; h) hinzu. Die Knoten E;B;A; F;G;H wer-

den zu einer Komponente A zusammengefaÿt. Auÿerdem ist die baumähnlihe Struktur des

reduzierten Graphen in Abbildung 6.4 erkennbar.
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A B E F G H

from�root nil (a,b) (b,e) (a,f) (f,g) (g,h)

to�root nil (d,a) (e,d) nil (g,f) nil

to�ative (a,f) nil nil (f,g) (g,h) urrent

Abbildung 6.4: Vor dem Besuh von (h; b)

Der kontrahierte Graph nah dem DFS-Durhlauf ist in Abbildung 6.5 dargestellt.
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A E

from�root nil (b,e)

to�root nil (e,d)

to�ative nil nil

Abbildung 6.5: Nah dem Besuh von (h; b)

Es sind noh die verbleibenden Kreise der Länge zwei zum Ergebnis hinzuzufügen. Die Reprä-

sentanten in den Felder to�root und from�root, die Pfeile (b; e) und (e; d), werden eingefügt.

Man erhält das Ergebnis in Abbildung 6.6.
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Abbildung 6.6: Ergebnis

Worst-ase Beispiel

Wir wollen nun ein Beispiel für CONTRACT-CYCLES

3

angeben, in dem die in Tabelle 6.2 angege-

bene Güte erreiht wird. Die Güte, dort mit 

3

= b

3

bezeihnet, beträgt 1,75, d.h. ein Ergebnis

des entwikelten Algorithmus besitzt 1,75mal so viele Pfeile wie ein Meg.

Für dieses allgemeine Beispiel sei n 2 4N. Wir betrahten die Abbildung 6.7. Der Graph im

Bild 1 besteht aus

n

4

Gruppen mit jeweils 4 Knoten. Im ersten Shritt werden langen Kreise

gesuht, dies können z.B. die Kreise im Bild 2 sein. Es werden niht die längsten Kreise,

sondern nur Kreise mit mindestens der Länge 3 gefunden. Der restlihe kontrahierte Graph

besteht nur noh aus 2-er Kreisen. Diese werden im folgenden Shritt hinzugefügt. Es ergibt

sih das Ergebnis in Bild 3. Das letzte Bild zeigt einen Meg, der aus einem Hamiltonkreis

besteht. Das Resultat enthält 3

n

4

+ 2

n

4

+ 2(

n

4

� 1) =

7n

4

� 2 Pfeile. Die Güte beträgt also

7

4

�

2

n

. Mit dem Grenzübergang für n!1 ergibt sih die Güte

7

4

= 1; 75.

Dieses Beispiel ist auh für k 2 N verallgemeinbar, dies wollen wir hier aber niht darstellen.

Damit können die in Tabelle 6.2 dargestellten b

k

erreiht werden.
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Abbildung 6.7: Worst ase zu CONTRACT-CYCLES
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6.3 BEISPIELE

Typishes Beispiel

Nahfolgendes Beispiel zeigt ein typishes Ergebnis des Ansatzes, ohne dabei aber k 2 N

oder eine konkrete Implementierung anzugeben. Aus Abbildung 6.8 ist nohmals die Idee des

Algorithmus ersihtlih. Die Struktur des Graphen zeigt deutlih die im Laufe des Algorithmus

gefundenen Kreise.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13
14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

Abbildung 6.8: Typishes Ergebnis des Ansatzes von Khuller
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Kapitel 7

Praktisher Vergleih der Algorithmen

Die Entwiklungen haben gezeigt, daÿ der approximative Ansatz theoretish sowohl der

shnellste ist als auh die besten Güten liefert. Nun wollen wir die in den Kapiteln 4 bis

6 entwikelten Algorithmen praktishen Tests unterziehen.

Dabei konzentrieren wir uns auf die Laufzeit der vershiedenen Ansätze und die Anzahl der

Pfeile, die die Algorithmen als Ergebnis liefern.

Wir können in den praktishen Betrahtungen nur von der Anzahl der Pfeile aber niht von

der Güte sprehen, da eine Berehnung eines Meg bzw. von OPT (G) niht ef�zient möglih

und daher auh die Güte niht praktish berehenbar ist.

Wir betrahten folgende grundsätzlihe Fragen:

� Welhes der Verfahren hat die beste Laufzeit?

� Welhes der Ansätze liefert die wenigsten Pfeile?

� Lassen sih die theoretishen Eigenshaften in den praktishen Ergebnissen wiedererken-

nen?

� Gelten die wihtigsten Eigenshaften eines Algorithmus unter allen Testbedingungen?

� Gibt es einen �optimalen� Algorithmus?

Neben diesen offenen Fragen erwarten wir grundsätzlih die folgenden Eigenshaften:

� Je gröÿer die Knotenzahl oder die Dihte des eingegebenen Graphen ist, desto länger ist

die Laufzeit.

� Da mit steigender Dihte OPT (G) im Mittel kleiner wird, kann auh die Anzahl der

zurükgegebenen Pfeile kleiner sein.

Zunähst vereinbaren wir eine Testumgebung und die wihtigsten dazugehörigen Parameter.

In den Abshnitten 1 bis 3 werden Einzelheiten der Implementierungen behandelt, d.h. es

werden die Pseudoodes mit eventuell auftretenden Freiheiten konkret umgesetzt. Auÿerdem

vergleihen wir dort jeweils vershiedene Umsetzungen untereinander.
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7.1 MINIMIERUNGSVERFAHREN

In Abshnitt 4 werden dann die Ansätze miteinander verglihen.

Im letzten Teil wollen wir die gewählten Parameter rehtfertigen, indem wir einzelne Parameter

verändern und die Auswirkungen beobahten.

Wir wollen nun eine Testumgebung mit vershiedenen Parametern vereinbaren.

Als Programmiersprahe wurde C gewählt, da sie weit verbreitet ist und zu den shnellsten

Sprahen zählt. Die C-Programme sowie einige ausgewählte relationale Programme sind im

Anhang dargestellt.

Für eine sinnvolle graphishe Darstellung bleibt, neben der Laufzeit bzw. der Anzahl der Pfeile,

nur noh ein freier Parameter. Die beiden wihtigsten Parameter sind die Anzahl der Knoten

und die Dihte des Graphen. Aufgrund der Ergebnisse werden wir zunähst die Dihte variabel

lassen. Die Knotenzahl wird im Abshnitt 7.5.1 behandelt.

Da wir uns in der theoretishen Entwiklung auf stark zusammenhängende Graphen be-

shränkt haben, wollen wir dies auh hier tun. Deshalb wird die Dihte der Graphen im Bereih

von 10%-100% liegen. Für geringere Dihten kann diese Eigenshaft nur bei wenigen Graphen

garantiert werden. Allerdings ist diese Grenze abhängig von der Anzahl der Knoten. Graphen

mit mehr Knoten sind shon bei geringerer Dihte stark zusammenhängend. Dabei ist eine

Dihte von 100% im praktishen Einsatz niht relevant, da dann sofort ein Meg angegeben

werden kann. Die erhaltenen Werte dienen lediglih der Vervollständigung der Graphiken.

Wir wollen nun die restlihen Parameter der Testumgebung festlegen. Die eingegebenen Gra-

phen haben 500 Knoten und werden als nahfolgerorientierte, geordnete, lineare Listen dar-

gestellt. Die Testergebnisse sind auf einer SUN Ultra 5/10 Solaris 7 mit 333 MHz Prozessor-

geshwindigkeit und 128 MB Hauptspeiher entstanden. Alle dargestellten Werte sind Durh-

shnittswerte von mindestens 50 Durhläufen pro Algorithmus und Dihte.

In diesem Abshnitt bezeihnen wir Graphen mit geringer Dihte als dünn, die mit hoher

Dihte als dike Graphen.

7.1 Minimierungsverfahren

Im Kapitel 4 haben wir den Algorithmus TransRed sowie die Verfeinerung TransRed' ent-

wikelt. Für die zweite Version ist noh eine konkrete Implementierung der Vorberehnung

anzugeben. Wir beshränken uns auf zwei wihtige Vertreter der Baumalgorithmen: den Tie-

fensuh- und Breitensuhbaum. Dabei ergeben sih aus den beiden Baumalgorithmen insge-

samt 4 möglihe Kombinationen für die Vorberehnung, da wir auh gemishte Varianten zu-

lassen können. Diese 4 Ansätze bezeihnen wir mit DFS/DFS, DFS/BFS, BFS/DFS und BFS/BFS.

Der Vergleih zwishen diesen 4 Ansätzen ist in Tabelle 7.1 dargestellt, wobei dort shon ei-

ne für praktishe Zweke optimierte Version eingesetzt wurde, die wir in diesem Abshnitt

entwikeln wollen.

Ein Vergleih des Algorithmus TransRed zu denen mit Vorberehnung liefert bezüglih der

Zeit deutlih shlehtere Werte und wird daher niht dargestellt. Dieser Ansatz benötigt bei

dünnen Graphen etwa das Hundertfahe, bei dikeren Graphen bis zum Tausendfahen der

Zeit der Ansätze mit Vorberehnung. Die Vorberehnung erfüllt also auh praktish ihren

Zwek und verkleinert den eingegebenen Graphen shnell. Da TransRed auh bezüglih der
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7.1 MINIMIERUNGSVERFAHREN

920

960

1000

Anzahl der Pfeile

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.
.
.
.
..
.
.
.
..
.
.
.
..
.
.
..
.
.
..
.
.
..
.
.
..
.
..
.
.
..
.
..
.
.
..
.
..
.
..
.
..
.
..
.
..
.
..
.
..
.
..
..
.
..
.
..
..
.
..
..
.
..
..
.
..
..
..
.
..
..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
..
..
..
...
..
..
...
..
..
...
..
...
...
..
...
...
..
...
...
...
...
....
...
....
....
...
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
.....
....
....
.....
....
....
.....
....
.....
.....
....
.....
.....
.....
....
.....
.....
.....
......
.....
.....
......
.....
......
.....
......
......
......
.......
......
.......
.......
.......
......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
........
.......
.......
.......
........
.......
........
.......
........
........
.......
........
........
...............

............
...........

.........
.........
........
.......
.......
.......
......
......
......
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
....
....
.....
....
....
....
....
....
....
...
....
....
...
....
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

500

502

504

506

508

510

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Dihte in %

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..

.

..
.
.
.
.
..
.
.
.
.

.

..
.
.
..
.
.
..
.
.

.

..
.
..
..
.
..
.
.

...
...
...
...
.

.

...
...
...
..
.

.

..
...
..
...
..

.

...
..
..
...
..

..
...
..
..
...
.

..
..
..
...
..
..

.

..
..
..
..
..
..

..
..
..
..
..
..
.

.

..
..
..
..
..
..

.

..
..
..
...
..
.

..
..
...
...
...

...
....
...
...

.

....
.....
...

..
......
.....

...
.......... .....

...
...
..

...
...
...
...
.

...
...
...
...
.

.

...
....
...
..

.

....
....
....

....
....
.....

.

.....
.....
..

.

.....
......
.

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit in Sek.

Dihte in %

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

..
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

..
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

..
.
.
.
.
.

..
..
.
..
..
..
.
.

.

..
..
..
.
..
..
.

.

.

..
..
..
.
..
..

..
..
.
..
..
..
.
.

..........
...

...........
..

...........
..

...........
..

q

q

qq

q

qq

q

q

q

qq

q

q

q

qq

q

q

q

qq

q

q

q

qq

q

q

q

qq

q

q

q

qq

q

q

q

qq

q

q

q

q

...........................................................................................................

............. ............. ............. ............. .......

BFS/BFS

DFS/DFS q q q q q

BFS/DFS

DFS/BFS

Abbildung 7.1: Minimierungsverfahren � Anzahl der Pfeile und Zeit
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Abbildung 7.2: Beispiel BFS/BFS

Anzahl der Pfeile keine Steigerung liefert, werden wir diesen Ansatz niht mehr verwenden.

Wir wollen nun die 4 Ansätze mit Vorberehnung vergleihen. Der Abbildung entnimmt man

sofort, daÿ der einzige Ansatz ohne Tiefensuhe BFS/BFS deutlih mehr Pfeile liefert als die

anderen. Dies liegt darin begründet, daÿ bei der Breitensuhe möglihst kurze Wege von der

Wurzel zu allen Knoten berehnet werden. Je voller der Graph ist, umso mehr Pfeile enthält

das Ergebnis. Die Vorberehnung liefert einen Graphen mit sehr kurzen Kreisen. Daher erhält

man mit Hilfe von Lemma 6.1., daÿ das Ergebnis eine shlehte Güte besitzt.

Die drei anderen Ansätze liefern bezüglih der Anzahl der Pfeile sehr ähnlihe Ergebnisse.

Eine Begründung ist hier in der für diese Aufgabe guten Struktur des Tiefensuhbaumes zu

suhen. Der Tiefensuhbaum liefert möglihst lange Wege von der Wurzel aus, es liegt eine

Tendenz zu langen Kreisen vor.

Um den Untershied zwishen den beiden Typen zu verdeutlihen, wird ein Beispielgraph auf

das Verfahren BFS/BFS (Abbildung 7.2) und auf DFS/BFS (Abbildung 7.3) angewendet. Die

Bilder zeigen die typishen enthaltenen Baumstrukturen der Breiten- bzw. der Tiefensuhe.

Der breiten Struktur eines Breitensuhbaumes steht die tiefe Struktur der Tiefensuhe gegen-

über. Es sind sowohl die Tendenz zu kurzen Kreisen in 7.2 als auh die zu langen Kreisen in

7.3 ersihtlih.

Bei Versuhen, bei denen Parameter variiert werden, fällt allerdings auf, daÿ das Verfahren

DFS/DFS sehr abhängig von der zugrundeliegenden Ordnung ist. Sind alle Zwishenergebnis-

se geordnete Graphen oder testet man das Verfahren in der relationalen Version, so steigt

mit wahsender Dihte auh bei diesem Verfahren die Anzahl der Pfeile an. Dies führt bei

hohen Dihten zu ähnlih shlehten Ergebnissen wie beim Verfahren BFS/BFS. Da aber bei

den beiden Verfahren DFS/BFS und BFS/DFS dieser Effekt niht auftritt, sind diese DFS/DFS

vorzuziehen. Ein Untershied zwishen den beiden gemishten Verfahren bezüglih der Anzahl
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Abbildung 7.3: Beispiel DFS/BFS

der Pfeile ist kaum zu erkennen.

Die zeitlihe Entwiklung in Abbildung 7.1 unten läÿt erkennen, daÿ alle Verfahren eine ähn-

lihe Laufzeit benötigen.

Unabhängig von der Vorberehnung ist die Implementierung der Prädikate P bzw. Q, die aber

für die vershiedenen Verfahren untershiedlihe Auswirkungen hat. Dabei ist eine Verwendung

des Prädikates P, die Berehnung der re�exiv-transitiven Hülle, aufgrund von längeren Lauf-

zeiten niht sinnvoll. Wir setzen daher das Prädikat Q um. Seien dazu ein Pfeil e = (start; end)

und ein Graph G = (V;E) gegeben. Wir führen einen DFS-Durhlauf vom Knoten start in

(V;Enfeg) aus. Das Prädikat Q ist genau dann erfüllt, wenn der Knoten end im DFS-Baum

von start enthalten ist.

Diese Vorgehensweise liefert zeitlihe Ergebnisse, die vor allem von der Gröÿe des Zwishen-
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7.2 ALGORITHMUS VON SIMON

ergebnisses abhängen.

Um so einen Effekt zu vermeiden und die Auswertung insgesamt ef�zienter zu gestalten, kann

eine notwendige Bedingung zur Reduzierung eines Pfeiles herangezogen werden. Danah ist e

nur dann reduzierbar, wenn es zwei weitere Pfeile gibt, deren Start- bzw. Endpunkt auh start

und end sind. Der Ausgangsgrad von start bzw. der Eingangsgrad von end muÿ also gröÿer als

1 sein. Eine weitere Verbesserung des Tiefensuhdurhlaufes ist es, daÿ dieser niht jedesmal

den gesamten Graphen bearbeiten muÿ, sondern dann aufhören kann, wenn der Knoten end

besuht wird. Mit dem vorgeshalteten Grad-Test sowie der kürzeren Tiefensuhe wurden die

Ergebnisse in Tabelle 7.1 erreiht. Diese optimierte Version des Prädikates Q wird auh im

Anhang A.2 vorgestellt.

Der zeitlihe Vergleih ergibt, daÿ das Verfahren DFS/DFS mehr Zeit benötigt als die anderen

und BFS/BFS am shnellsten ist.

Zusammenfassend stellen wir fest, daÿ die Verfahren BFS/BFS und DFS/DFS shlehtere Ergeb-

nisse als die beiden anderen liefern. Daher werden wir im folgenden das Minimierungsverfahren

aufgrund von kleinen Vorteilen bei der Zeit und der Anzahl der Pfeile immer mit der Vorbe-

rehnung DFS/BFS sowie den oben angeführten Optimierungen verwenden.

Die jeweiligen imperativen bzw. relationalen Umsetzungen sind im Anhang A.2. bzw. B.2

enthalten. Die Implementierungen sind beide sehr einfah. Das Ziel dieses Ansatzes, einen

einfahen Algorithmus zu entwikeln, kann hier deutlih an der Kürze des Codes abgelesen

werden.

Die in der Einleitung angesprohenen Erwartungen werden nur teilweise erfüllt. So ist in der

Abbildung 7.1 die Abhängigkeit zwishen der Dihte und der Laufzeit zu erkennen. Allerdings

kann bei dem Verfahren BFS/BFS, und eingeshränkt auh bei DFS/DFS, aus steigender Dihte

keine geringere Pfeilanzahl gefolgert werden.

Auffallend ist, daÿ eine gemishte Vorberehnung die besten Ergebnisse liefert. Dabei sind

Anwendungen der Tiefen- oder Breitensuhe in der Graphentheorie sehr verbreitet, Verfahren,

die beides verwenden, aber sehr selten.

7.2 Algorithmus von Simon

Auh der Algorithmus von Simon wurde in C implementiert.

Wir wollen mit Hilfe der Abbildung 7.4 das Verfahren von Simon mit dem Minimierungsverfah-

ren vergleihen. Es ist zu erkennen, daÿ die beiden Verfahren bezüglih der zurükgegebenen

Pfeile dieselben Werte liefern. Allerdings ist der Zeitaufwand beim Ansatz von Simon deutlih

gröÿer. Bei dünnen Graphen beträgt er ungefähr das Doppelte, bei diken sogar das Sehsfahe

des Minimierungsalgorithmus.

Der Grund hierfür ist niht darin zu suhen, daÿ man durh den korrigierten Ansatz eine

quadratishe Laufzeit erhält, sondern darin, daÿ der Code lang ist und daÿ alle Pfeile einzeln

naheinander betrahtet werden. Auÿerdem sind sehr viele Ergebnisse zwishenzuspeihern.

Eine Implementierung des Originalalgorithmus liefert zwar keine transitiven Reduktionen,
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Abbildung 7.4: Simon vs. DFS/BFS � Anzahl der Pfeile und Zeit

zeigt aber auh, daÿ die Laufzeit in keinem Fall durh den neu hinzugefügten Teil vershlehtert

wird. Der ursprünglihe Ansatz ist noh langsamer als der korrigierte.

Eine Verbesserungsmöglihkeit des Verfahrens ist wie beim Minimierungsverfahren die Ein-

führung einer Vorberehnung. Dadurh ergeben sih bessere Laufzeiten, diese reihen aber

trotzdem niht an das Verfahren DFS/BFS heran, so daÿ auf einen Einsatz des Verfahrens von

Simon verzihtet werden kann.

Ähnlih den Erläuterungen zum Verfahren DFS/BFS ergeben sih auh bei Simon die erwarteten

Abhängigkeiten zwishen der Dihte und der Zeit bzw. der Anzahl der Pfeile.
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7.3 Approximativer Algorithmus von Khuller et al.

In diesem Abshnitt wollen wir den in Kapitel 6 entwikelten Algorithmus CONTRACT-CYCLES

k

speziell für den fast-linearen Fall k = 3 praktish umsetzen.

Eine Implementierung ist im Anhang A.4. und B.2. dargestellt. Wir wollen im folgenden einige

Variationen vorstellen, um Shwähen des Verfahrens zu vermeiden.

Original

Eine direkte Umsetzung des Pseudoodes, wir nennen sie im folgenden Contrat, ergibt eine

i.a. shlehte Approximation eines Meg.

Die Anzahl der Pfeile beträgt ungefähr das 1,5fahe der Knotenzahl, dies zeigt die Abbildung

7.5.

Zur Begründung dieser Tatsahe, sei G = (V; V � V ) der volle Graph. Da der eingegebene

Graph geordnet ist, ist die Abarbeitungsreihenfolge der Pfeile (ohne die Shlingen) wie folgt

gegeben: (1; 2); (2; 1); (2; 3); (3; 1); (3; 2); (3; 4); (4; 1); : : :. Aufgrund der vorgegebenen Ordnung

werden zuerst die Pfeile zu besuhten, dann die zu unbesuhten Knoten abgearbeitet. Nah

dem Besuh des Pfeiles (3; 1) wird ein Kreis geshlossen, ebenso nah (5; 1), (7; 1) usw.. Dies

ergibt, daÿ die Kreise, die geshlossen werden, immer nur die Länge 3 besitzen, der letzte

geshlossene eventuell auh nur die Länge 2. Durh Abzählen bei jV j Knoten erhalten wir

ungefähr

3jV j

2

Pfeile. Diese Argumentation gilt auh für niht volle Graphen, da die Tendenz

zu kleinen Kreisen erhalten bleibt.

Zu bemerken ist auÿerdem, daÿ die Pfeilanzahl bei steigender Dihte wähst, also auh die

Güte shlehter wird.

Ordnungen

Aus den Shwähen des vorherigen Verfahrens Contrat wollen wir einen Algorithmus ent-

wikeln, der bessere Approximationen liefert, wobei wir in Kauf nehmen müssen, daÿ dadurh

die Laufzeit wähst.

Ideengeber dieses Ansatzes ist zum einem die Argumentation zur shlehten Approximation

von Contrat und zum anderen die in B.3 dargestellte relationale Implementierung des Ver-

fahrens, in dem keine rekursive Tiefensuhversion, sondern eine entrekursivierte Version als

Basis dient. Wir wollen die Nahfolger eines Knotens niht in einer vorgegebenen Ordnung

abarbeiten, sondern zuerst die weiÿen und dann die restlihen besuhen.

Wir nennen diesen Ansatz Contrat_white, seine Implementierung ist in A.4 und relational

in B.3 dargestellt. Es handelt sih dabei um eine direkte Umsetzung der dargestellten Idee,

die im Pseudoode auh in Tabelle 7.1 zu sehen ist. An dieser Stelle muÿ nur die Proze-

dur DFS-CONTRACT geändert werden. Dabei ist klar, daÿ alle Knoten und Pfeile abgearbeitet

werden, die forall-Shleife also aufgeteilt wird. Die Korrektheit bleibt dadurh erhalten.

Aus der Abbildung 7.5 ist zu erkennen, daÿ die Approximation, die der Algorithmus Con-

trat_white liefert, deutlih besser ist als die der Originalumsetzung.
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proedure DFS-CONTRACT-WHITE(u : V )

to�ative[FIND(u)℄ := urrent;

forall w 2 V with (u;w) 2 E do

if w is not yet visited

then MAKE-SET(w);

to�ative[FIND(u)℄ := (u;w);

from�root[FIND(w)℄ := (u;w);

DFS-CONTRACT(w);

to�ative[FIND(u)℄ := urrent;

end;

end;

forall w 2 V with (u;w) 2 E do

if (v; w) is not yet visited

then if FIND(u) 6= FIND(w)

then (x; y) := from�root[FIND(u)℄;

if FIND(x) = FIND(w)

then to�root[FIND(u)℄ := (u;w);

else (x; y) := from�root[FIND(w)℄;

if FIND(x) 6= FIND(u)

then CONTRACT-CYCLE(w);

S := S [ f(u;w)g;

end;

end;

end;

end;

end;

to�ative[FIND(u)℄ := nil;

Tabelle 7.1: Pseudoode DFS-CONTRACT-WHITE

Iteratives Ausführen

Eine weitere Verbesserungsmöglihkeit besteht darin, den Algorithmus Contrat iterativ aus-

zuführen, d.h. Contrat wieder auf die Ausgabe des vorherigen Durhlaufes anzuwenden. Wir

nennen diesen Ansatz im folgenden Contrat_iter. Dabei stellt sih die Frage, wie oft er

hintereinander ausgeführt werden soll. Die erste Möglihkeit besteht darin, den Algorithmus

solange anzuwenden, bis sih das Ergebnis niht mehr verändert. Die zweite Möglihkeit ist es,

die Anzahl der Ausführungen vorher zu bestimmen, also konstant zu halten. Dabei wird bei

der ersten Variante die theoretishe Laufzeit verändert. Dort können bis zu O(jV j) Durhläufe

auftreten.

Da die praktishen Tests gezeigt haben, daÿ es höhstens 4 solher Durhläufe gibt, fallen die

beiden Ansätze in der Praxis zusammen. Um die Approximationsgüte zu verbessern, müssen

noh die Shwähen des Originalansatzes ausgeräumt werden. Wenden wir auf das Ergebnis er-
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funtion CONTRACT-ITER(G : graph)

I := G;

bool := true;

repeat

H := I;

if bool

then I := CONTRACT� CYCLE

3

�ORDNUNG(I;<);

else I := CONTRACT� CYCLE

3

�ORDNUNG(I;>);

end;

bool := :bool;

until H = I;

return I

Tabelle 7.2: Pseudoode CONTRACT-ITER

neut den Algorithmus an, so werden dieselben Pfeile nah der vorgegebenen Ordnung in dersel-

ben Reihenfolge besuht. Die Tendenz, dieselben Kreise zu shlieÿen, ist dabei sehr hoh. Daher

fügen wir dem Algorithmus eine zugrundeliegende Ordnung zu, die wir nah jedem Durhlauf

ändern. Aus diesen Ideen erhält man den Algorithmus CONTRACT-ITER, dargestellt als Pseudo-

ode in Tabelle 7.2. Dabei setzen wir eine Version des Algorithmus CONTRACT-CYCLE

3

-ORDNUNG

voraus, der die Nahfolger gemäÿ einer gegebenen Ordnung besuht.

Auh dieser Ansatz verbessert die Anzahl der zurükgegebenen Pfeile gegenüber dem Origi-

nalalgorithmus, benötigt allerdings eine längere Laufzeit.

Vergleih der Khuller-Ansätze

Dieser Abshnitt dient dazu, die drei erarbeiteten Ansätze zu vergleihen. Die Ergebnisse sind

in Abbildung 7.5 zusammengefaÿt.

Im oberen Bild sind die shon erwähnten Eigenshaften bezüglih der Anzahl der Pfeile ab-

gebildet. Der Ansatz Contrat gibt ungefähr das 1,5fahe der Knotenzahl zurük, die beiden

anderen Ansätze ergeben deutlih bessere Werte. Bei diesen ist auh die erwartete Abhängig-

keit zwishen steigender Dihte und geringerer Pfeilanzahl zu erkennen.

Der Untershied zwishen den modi�zierten Verfahren bezüglih der Anzahl der Pfeile ist

gering, bei Graphen mit hohen Dihten ist der Untershied mit einem Pfeil am gröÿten. Der

Algorithmus Contrat_iter gibt in einem vollen Graphen einen Pfeil zuviel zurük. Dies

ergibt sih bei gerader Knotenanzahl, bei ungerader Knotenzahl erhält man die optimale

Anzahl.

Die Begründung dafür ist in der Argumentation zu Contrat zu suhen, da bei ungerader

Anzahl der letzte geshlossene Kreis die Länge 3 besitzt. Da aber hohe Dihten in der Praxis

eher selten vorkommen und der Untershied von einem Pfeil niht groÿ ist, wollen wir diesen

Effekt hier vernahlässigen und gehen also von etwa gleihen Pfeilanzahlen bei den beiden

modi�zierten Verfahren aus.

Bei den Laufzeiten ist zu erkennen, daÿ der Ansatz Contrat am shnellsten ist. Dies ist nah
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Dihte in %

Zeit in Sek.

q q q q q Contrat

............. ............. ............. ............. .......

Contrat_iter

...........................................................................................................

Contrat_white

Abbildung 7.5: Contrat vs. Contrat_iter vs. Contrat_white � Anzahl der Pfeile und

Zeit
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7.4 VERGLEICH DER ANSÄTZE

der Entwiklung der beiden modi�zierten Ansätze klar, da sih dort ein erhöhter Aufwand

ergibt. Beim Ansatz Contrat_white ist dies durh die Untersheidung von besuhten und

unbesuhten Pfeilen klar, bei Contrat_iter durh die mehrmalige Anwendung.

Dabei ist durh diese Argumentation auh der Verlauf der beiden modi�zierten Ansätze klar.

Der Ansatz Contrat_white ist abhängig von der Dihte, denn bei ihm müssen alle Pfeile zwei-

mal durhlaufen werden. Dagegen benötigt Contrat_iter nur jeweils weitere Durhläufe auf

Graphen mit weniger als 750 Pfeilen. Nur der erste Durhlauf ist abhängig von der Dihte.

Dies drükt sih shon im Verlauf von Contrat aus. Man erhält also einen von der Dih-

te unabhängigen konstanten Zeituntershied zwishen der einmaligen und der mehrmaligen

Anwendung von Contrat.

Daher ergeben sih für dünne Graphen bessere Laufzeiten für Contrat_white, bei dikeren für

Contrat_iter. Unabhängig davon ist bei steigender Dihte bei allen Verfahren eine längere

Laufzeit zu beobahten.

Zusammenfassend stellen wir fest, daÿ sih die deutlih geringere Anzahl der Pfeile in dem

höheren Zeitaufwand der modi�zierten Verfahren niedershlägt. Bei dünnen Graphen ist also

Contrat_white, bei diken Graphen das Verfahren Contrat_iter zu empfehlen. Ist man

an einer möglihst shnellen, aber niht unbedingt an einer guten Approximation interessiert,

so bietet sih die Verwendung des Verfahrens Contrat an.

7.4 Vergleih der Ansätze

Wir wollen nun die vershiedenen Ansätze samt ihrer Variationen vergleihen. Dabei berük-

sihtigen wir den Ansatz von Simon niht, da der Ansatz DFS/BFS bei gleiher Anzahl der

Pfeile zeitlih deutlih besser ist.

Da die Ansätze aus Abshnitt 7.3 nur Approximationen berehnen, i.a. aber keine transitiven

Reduktionen, ist die Anzahl der zurükgegebenen Pfeile gröÿer als die von DFS/BFS. Um die

Ansätze vergleihbar zu mahen, wollen wir die approximativen Ansätze um eine Nahmini-

mierung erweitern. Dazu ersetzen wir die Vorberehnung des Minimierungsansatzes durh die

jeweiligen Ansätze. Am Beispiel wird dies in Tabelle 7.3 dargestellt. Ein Vorteil dieser An-

sätze ist es, daÿ dabei die theoretishe Shranke aus Theorem 6.1. gilt. Wir nennen diese im

folgenden TransRed_Contrat, TransRed_Contrat_iter und TransRed_Contrat_white.

Ein Vergleih der Algorithmen für transitive Reduktionen ist aus Abbildung 7.6 ersihtlih.

Bei allen vier Verfahren ist im oberen Bild zu erkennen, daÿ die Anzahl der zurükgegebenen

Pfeile sehr ähnlih ist. Die Untershiede beshränken sih auf höhstens einen Pfeil und lassen

sih wie im letzten Abshnitt begründen.

funtion TransRed-CONTRACT-CYCLE

3

-WHITE(G : graph)

H := CONTRACT� CYCLE

3

�WHITE(G);

I := TransRed

0

(H);

return I

Tabelle 7.3: Pseudoode TransRed-CONTRACT-CYCLE

3

-WHITE
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Abbildung 7.6: DFS/BFS vs. TransRed_Contrat vs. TransRed_Contrat_iter vs.

TransRed_Contrat_white � Anzahl der Pfeile und Zeit
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Die Güte ist zwar niht berehenbar, aber an der absoluten Anzahl der Pfeile ist zu erkennen,

daÿ der Algorithmus eine sehr gute praktishe Näherung liefert. Es kann vermutet werden,

daÿ die meisten Graphen bis auf ein oder zwei Pfeile an das Optimum heranreihen.

Ein Vergleih der Zeiten im unteren Bild zeigt, daÿ das Verfahren DFS/BFS deutlih gegen-

über den anderen abfällt. Die beiden modi�zierten Verfahren TransRed_Contrat_iter und

TransRed_Contrat_white sind am shnellsten. Es ergeben sih bei vershiedenen Dihten

dieselben Untershiede, die bei den Algorithmen Contrat_iter und Contrat_white beob-

ahten werden. Der Ansatz TransRed_Contrat fällt zeitmäÿig gegen diese Verfahren ab, da

sih dort nah der Vorberehnung mehr Pfeile im Zwishenergebnis be�nden.

Bei der nahgeshalteten Minimierung wird die in Abshnitt 7.1 entwikelte optimierte Versi-

on TransRed' eingesetzt. Dabei ist zu beahten, daÿ bei Graphen, die nur wenige Pfeile mehr

als Knoten enthalten, fast alle Knoten den Ein- und Ausgangsgrad 1 besitzen. Daher müssen

nur sehr wenige aufwendige DFS-Durhläufe durhgeführt werden. Diese Argumentation tri�t

auh auf DFS/BFS zu. So sind nah der Vorberehnung bis zu doppelt soviele Pfeile wie Knoten

im Zwishenergebnis enthalten. Auÿerdem benötigt die Berehnung zweier Bäume shon mehr

Zeit als ein, wenn auh modi�zierter, Tiefensuhdurhlauf, der dem Ansatz von Khuller ent-

spriht. Auÿerdem muÿ bei dem langsamsten Verfahren zweimal eine Transpositionsoperation

angewendet werden, die sehr zeitaufwendig ist.

Ein Vergleih zeigt, daÿ der Ansatz von Simon bei dünnen Graphen das Fünfzehnfahe, bei

diken Graphen das bis zu Vierzigfahe der Zeit des besten Ansatzes benötigt und deshalb

niht akzeptabel ist.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daÿ zur Berehnung von transitiven Reduktionen die

beiden Verfahren TransRed_Contrat_white und TransRed_Contrat_iter zu empfehlen

sind. Werden solhe Verfahren in der Praxis eingesetzt, ist es Geshmakssahe, ob überhaupt

transitive Reduktionen oder nur Approximationen berehnet werden. Der zeitlihe höhere

Aufwand der Nahminimierung shlägt sih bei den beiden shnellsten Verfahren TransRed_-

Contrat_iter und TransRed_Contrat_white im Shnitt nur durh die weitere Reduzierung

eines Pfeiles nieder. Die approximativen Verfahren Contrat_white und Contrat_iter sind

daher genauso zu empfehlen.

7.5 Testparameter

In diesem Abshnitt wollen wir nun die in der Einleitung zu diesem Kapitel festgelegten

Parameter verändern und die Auswirkungen auf die Testergebnisse darstellen.

Dabei ist es niht möglih, alle Kombinationen zu betrahten. Daher werden wir jeweils einen

Parameter verändern und die anderen konstant halten. Die Argumentation in diesem Ab-

shnitt wird den Einsatz der speziell gewählten Testumgebung rehtfertigen. Wir können die

Ergebnisse aus den Abshnitten 7.1 bis 7.3 also auh auf andere Umgebungen erweitern.
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7.5 TESTPARAMETER

7.5.1 Knotenzahl

Zuerst wollen wir uns mit der Knotenzahl beshäftigen. Diese hatten wir auf 500 festgesetzt.

Wir betrahten dazu die Abbildungen 7.7�7.10, in denen grundsätzlihe Ergebnisse auf Gra-

phen mit 100 und 1000 Knoten dargestellt sind.

Es wird sih zeigen, daÿ sih sowohl die Anzahl der Pfeile als auh die Zeiten entsprehen.

Bevor wir dies im einzelnen erläutern, wollen wir bemerken, daÿ eine 100%ige Übereinstim-

mung aus folgendem Grund niht zu erwarten ist: Graphen mit gröÿerer Knotenzahl sind in

der Regel shon bei geringer Dihte stark zusammenhängend, so daÿ ein direkter Vergleih der

Dihten untereinander, gerade bei geringen Dihten, niht möglih ist. Die exakte Überein-

stimmung ist aber auh notwendig. Wihtig ist, daÿ die Verfahren relativ zueinander gleihe

Ergebnisse liefern.

Die Abbildungen 7.7 und 7.8 zeigen die Testergebnisse des Minimierungsverfahrens, in denen

die vier vershiedenen Vorberehnungen gegenübergestellt werden.

Die erste Abbildung stellt die Anzahl der zurükgegebenen Pfeile dar, oben für Graphen

mit 100 Knoten, unten für solhe mit 1000 Knoten. Ein Untershied der Kurvenverläufe ist

kaum zu erkennen. Eine prozentuale Skalierung würde hier kleine Untershiede zeigen. So ist

beim Verfahren BFS/BFS zu erkennen, daÿ bei 10%iger Füllung das 1,9fahe bzw. das 1,5fahe

der Knotenzahl zurükgegeben werden. Der Untershied ist aber durh das obige Argument

erklärbar.

Die Abbildung 7.8 zeigt die zu 7.7 entsprehenden Zeitverläufe des Minimierungsverfahrens.

Auh hier zeigt sih, daÿ die Verläufe der Kurven sehr ähnlih sind. Die Untershiede bei

geringen Dihten lassen sih mit demselben Argument wie oben erklären.

Die Abbildungen 7.9 und 7.10 zeigen das Verhalten bei vershiedenen Knotenzahlen der drei

grundsätzlihen Verfahren: dem Minimierungsverfahren, dem Ansatz von Simon und der ersten

Variante des Verfahrens von Khuller.

Sowohl die Anzahl der Pfeile in Abbildung 7.9 als auh die Zeitverläufe in 7.10 zeigen, daÿ

diese Verfahren jeweils unabhängig von der Anzahl der Knoten sind. Auÿer Untershieden bei

geringen Dihten (s.o.) sind der kurvige Verlauf bei Khuller (100 Knoten) zu erkennen und

im Zeitdiagramm beim Verfahren von Simon der lineare bzw. nihtlineare Verlauf. Der erste

Untershied ersheint zwar groÿ, zeigt aber nur die Abweihung um einen Pfeil und läÿt sih

durh die Argumentation in Abshnitt 7.3 erklären. Der zweite Untershied ist ein Effekt,

der im Abshnitt Hardware zum Tragen kommt. Die Speiherung vieler Zwishenergebnisse

erfordert viel Hauptspeiher. Die Auswirkungen werden hier bei Graphen mit 1000 Knoten und

hoher Dihte sihtbar. Ein voller Graph mit 1000 Knoten benötigt bereits etwa 8 MB Speiher.

Da das Verfahren Simon aufgrund vieler Zwishenergebnisse viel Speiherplatz benötigt, steigt

die Ausführungszeit erheblih.

Die Abbildungen sind nur beispielhaft ausgewählt. Auh alle anderen shon dargestellten Gra-

phiken lassen sih auf andere Knotenzahlen übertragen. Wir können also unabhängig von der

Knotenzahl argumentieren.

Allerdings kann dies nur dann gelten, wenn die Speihergröÿe und die Gröÿe des Graphen in

einem zueinander sinnvollen Rahmen bleibt. So ergibt sih, wie shon in der Einleitung
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erwartet, daÿ bei gröÿerer Knotenzahl auh die Bearbeitungszeit wähst. Bei Knotenzahlen

bis 500 ergibt sih ein linearer Zusammenhang zwishen der Dihte des Graphen und der

Laufzeit. Dies kann bei gröÿeren Graphen niht mehr erwartet werden, da die zu speihernden

Zwishenergebnisse niht alle gleihzeitig in den Hauptspeiher passen. Dieser Effekt konnte

shon in Abbildung 7.10 beim Verfahren von Simon beobahtet werden.

Bei Dihten unter 20% und der vorgegebenen Hauptspeihergröÿe von 128 MB ergeben sih so

bei den vershiedenen Verfahren untershiedlihe Shwellen der Knotenzahlen, die den linea-

ren Zusammenhang zerstören. Von diesen Knotenzahlen ab steigen die Laufzeiten erheblih

shneller an. Bei dem speiherintensivsten Verfahren (Simon) sind dies rund 3000 Knoten,

beim Minimierungsverfahren ungefähr 5000, beim Ansatz von Khuller bis zu 10000 Knoten.

Bei geringeren Dihten von unter 1% sind beim letzten Ansatz sogar Graphen mit 20000

Knoten in rund 10 Sekunden abarbeitbar.

7.5.2 Zufallsgraphen

Wir haben in unserer Testumgebung eine geordnete Darstellung der eingegebenen Zufallsgra-

phen angenommen. Dies ist auh für Testzweke sinnvoll, da dann ein Graph nur eine Darstel-

lung besitzt. Wir lassen nun auh ungeordnete Graphen zu und betrahten die Auswirkungen

auf die Testergebnisse.

Es sind keine Veränderungen in der Laufzeit der einzelnen Algorithmen zu erkennen. Allerdings

ergibt sih beim ersten Ansatz von Khuller eine Änderung der Pfeilanzahl. Das in Abshnitt

7.3 beobahtete Verhältnis von 1,5:1 der Pfeile zu der Anzahl der Knoten, das wir auf das

Shlieÿen von kurzen Kreisen zurükgeführt hatten, tritt nun niht so stark auf. Wir erhalten

also weder eine hohe Wahrsheinlihkeit dafür, einen shwarzen Knoten noh einen weiÿen

Knoten zu besuhen. Die Auswahl ist zufällig. Das Verhältnis verringert sih dadurh auf

durhshnittlih 1,3:1, ist aber damit noh deutlih shlehter als die beiden modi�zierten

Verfahren. Durh die geringere Pfeilanzahl benötigt eine eventuelle Nahminimierung weniger

Zeit, aber die grundsätzlihen Ergebnisse des Abshnittes 7.4 bleiben erhalten.

7.5.3 Graphenimplementierung

Graphen werden in der Praxis intern meist als verkettete Listen oder als booleshe Matrizen

dargestellt. Wir hatten uns für die Testumgebung für die nahfolgerorientierten Listen als

Darstellung entshieden.

Wir wollen hier niht grundsätzlih einen Vergleih dieser beiden Ansätze vornehmen, aber

kurz die für die folgende Argumentation wihtigsten Eigenshaften zusammenstellen.

Für die Speiherung von dünnen Graphen eignet sih eher die Listenimplementierung, bei

diken Graphen ist die Matrix-Variante speihersparender. Die Tiefensuhe, ein in allen ent-

wikelten Algorithmen verwendetes Verfahren, benötigt das Besuhen aller Nahfolger. Hierfür

ist die (nahfolgerorientierte) Liste geradezu prädestiniert.

Allgemein sind die Zwishenergebnisse, die als Graphen gespeihert werden, shon klein, was

die Liste als allgemeine Implementierung bevorzugt. Würden wir das Problem maximieren,

also die transitive Hülle berehnen wollen, so hätte die Matrix-Implementierung Vorteile.
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91



7.5 TESTPARAMETER

Wir betrahten hier nur den Zeitaspekt, ein Untershied in der Anzahl der Pfeile ist niht

vorhanden.

Dazu betrahten wir die Abbildung 7.11, in der die drei grundsätzlihen Verfahren jeweils in

der Matrix- und in der Listen-Variante verglihen werden.

Allgemein ist zu erkennen, daÿ die Matrix-Variante bei groÿer Dihte Vorteile besitzt. Bei

Simon tritt dieser Effekt shon bei 40% ein, da das Verfahren sehr speiherintensiv ist. Bei

den beiden anderen ist dies erst bei rund 90% der Fall.

Der zeitlihe Verlauf des Verfahrens DFS/BFS ist dabei sehr auffällig, da dort bei steigen-

der Dihte geringere Laufzeiten zu beobahten sind. Die Begründung ist in der sinkenden

Pfeilanzahl des Ergebnisses und in der langen Laufzeit der für die Matriximplementierung

ungünstigen Tiefensuhe zu suhen.

Nah diesen Betrahtungen ist klar, daÿ bei bekannter Dihte für jedes Verfahren die shnel-

lere Graphimplementierung gewählt werden kann. Betrahten wir für jedes Verfahren jeweils

das Minimum beider Implementierungen, so ergibt sih das grundsätzlihe Verhältnis der Ver-

fahren untereinander.

Diese Ergebnisse rehtfertigen den Einsatz der Listen-Implementierungen für den grundsätz-

lihen Vergleih, zeigen aber auh, daÿ bei bekannter Dihte noh zeitlihe Verbesserungen

möglih sind.

7.5.4 Hardware

Die entwikelten Verfahren wurden auh unter anderen Betriebssystemen (Windows, Linux),

Speihergröÿen und Prozessorleistungen getestet.

Dabei sind Untershiede in der Anzahl der zurükgegebenen Pfeile natürlih niht zu erkennen.

Andererseits ergeben sih andere absolute Laufzeiten der Verfahren. So sind bei steigender

Prozessorleistung bzw. Speihergröÿe shnellere Zeiten erzielt worden. Die Verwendung unter-

shiedliher Betriebssysteme hatte dagegen kaum Auswirkungen auf die Ergebnisse.

Relativ gesehen sind die Testergebnisse nahezu identish mit den bisher dargestellten. Die

angesprohenen Abhängigkeiten bei der Speihergröÿe führen zu anderen Verhältnissen bei

groÿer Knotenzahl und sind die auffälligsten Veränderungen.

7.5.5 Standardabweihung

Alle bisher dargestellten Abbildungen basierten auf einer Vielzahl von Durhläufen und sind

das arithmetishe Mittel. Es stellt sih die Frage, ob sowohl die Anzahl der Pfeile als auh die

Laufzeit Mittelwerte von stark shwankenden oder von fast gleihen Werten sind. Mit Hilfe

der Abbildungen 7.12 und 7.13 zeigen wir, daÿ die Abweihung vom Mittel gering ist.

Die Abbildungen zeigen die Anzahl der zurükgegebenen Pfeile von 50 Durhläufen jeweils bei

den Dihten 10%, 30%, 50% und 70% für das Verfahren DFS/BFS in 7.12 und für TransRed_-

Contrat_white in 7.13.

Es ist zu erkennen, daÿ bei steigender Dihte die Shwankungen um den Mittelwert geringer

werden. Allerdings sind keine Ausreiÿer erkennbar. Die etwas breitere Streuung bei dünnen
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Abbildung 7.13: Standardabweihung TransRed_Contrat_white � Anzahl der Pfeile

Graphen ist kein Zeihen von Ausreiÿern, sondern nur auf die untershiedlihe optimale Anzahl

OPT (G) zurükzuführen.

Wie bei den Pfeilanzahlen ergibt sih auh beim Vergleih der Laufzeiten eine geringe Abwei-

hung vom Mittelwert. Diese ist auÿerdem noh unabhängig von der Dihte.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Algorithmen aus dem Themenbereih der minimalen Äquivalenz-

graphen und der transitiven Reduktionen sowohl theoretish entwikelt als auh praktish

umgesetzt und miteinander verglihen.

In den theoretishen Entwiklungen wurden drei untershiedlihe Ansätze für stark zusam-

menhängende Graphen gezeigt.

Der erste Ansatz, das Minimierungsverfahren, basierte auf einem generishen Programm für

inklusionsminimale Probleme und berehnete eine transitive Reduktion in quadratisher Lauf-

zeit.

Der zweite, der aus einer Arbeit von Simon stammt, wurde aufgrund eines Fehlers, der bei der

Untersuhung entdekt wurde, in einer korrigierten Fassung vorgestellt. Auh dieser Algorith-

mus benötigte quadratishe Laufzeit zur Berehnung einer transitiven Reduktion.

Eine Arbeit von Khuller et. al. bildete die Grundlage des letzten Ansatzes zur Entwiklung

eines approximativen Algorithmus, der Güten bis zu

�

2

6

erreiht und in polynomieller Zeit

implementierbar ist. Der dargestellte Spezialfall für k = 3 ist fast-linear mit einer Güte von

1,75.

Die Untersuhung der Arbeit von Simon zeigte, daÿ die Entwiklung theoretish shneller

Algorithmen auh Nahteile mit sih bringt. Da solhe Ansätze meist sehr komplex sind,

bergen sie oft die Gefahr, fehlerhaft zu sein, weil sie shwer nahvollziehbar bzw. niht formal

in einem Kalkül entwikelbar sind.

Es wird aber auh in Zukunft ein Ziel der theoretishen Informatik bleiben, ein lineares Ver-

fahren zur Berehnung transitiver Reduktionen in stark zusammenhängenden Graphen zu

entwikeln. Weiterhin ist sie an approximativen Algorithmen interessiert, die die Güten ver-

bessern.

Aus den praktishen Betrahtungen wurde deutlih, daÿ sih niht alle theoretishen Eigen-

shaften direkt in die Praxis übertragen lassen. Dies läÿt sih hauptsählih dadurh begrün-

den, daÿ sih die theoretishen Laufzeit- und Güteabshätzungen immer auf den shlehtesten
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KAPITEL 8 ZUSAMMENFASSUNG

Fall beziehen und daher kaum eine Aussagekraft für den praktishen Einsatz haben. Daher

ist es wünshenswert und notwendig, daÿ die Anzahl der theoretishen Arbeiten zunimmt, in

denen sih praktishe Vergleihe mit anderen Ansätzen �nden.

So zeigte der praktishe Vergleih, daÿ das Verfahren von Simon, ob in korrigierter oder in

falsher Originalversion, wesentlih langsamer als alle anderen Ansätze ist.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Minimierungsverfahren bietet zusätzlih den Vorteil der Kürze

und damit der Übersihtlihkeit, der formalen Veri�kation und der shnellen Implementier-

barkeit.

Theoretishe Entwiklungen bieten oft Freiheiten für ihre Implementierung, die aber weder

angesprohen noh umgesetzt werden. So lieferte eine direkte Umsetzung der theoretishen

Arbeit von Khuller (Contrat) eine shlehte Approximation eines minimalen Äquivalenz-

graphen. Mit dem nur durh Änderung der Abarbeitungsreihenfolge entstandenen Verfahren

Contrat_white konnten erheblih bessere Güteeigenshaften gegenüber dem ursprünglihen

erzielt werden, wobei die Laufzeit nur geringfügig vershlehtert wurde.

Die iterative Anwendung bei gleihzeitiger Änderung der zugrundeliegenden Ordnung wirkte

sih positiv auf die Eigenshaften aus. So ist auh das erarbeitete Verfahren Contrat_iter

für den praktishen Einsatz zu empfehlen.

Auh durh die Kombination mehrerer Algorithmen konnten bessere praktishe Werte erzielt

werden. So wirkte sih das quadratishe Verfahren der Nahminimierung der approximativen

Ansätze (TransRed_Contrat_white, TransRed_Contrat_iter) aufgrund der vorgeshalte-

ten Gradtests sowie der geringen Pfeilanzahl nah der Vorberehnung kaum negativ auf das

Laufzeitverhalten aus. Die beiden Verfahren sind daher gut zur Berehnung einer transitiven

Reduktion geeignet.

Die Tests zeigten aber auh, daÿ es kein optimales Programm für alle Situationen gibt. Sind

aber wesentlihe Eigenshaften der zu bearbeitenden Graphen bekannt oder spezielle Problem-

stellungen gegeben, so können wahlweise die entwikelten Verfahren Contrat, Contrat_-

iter, Contrat_white, TransRed_Contrat_white oder TransRed_Contrat_iter empfoh-

len werden.
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Anhang A

C-Implementierung

In diesem Kapitel wird der in den Kapiteln 4 bis 7 entwikelte Pseudoode in C-Code [19℄

umgesetzt.

Dabei sind die entwikelten Programme alle modular aufgebaut, d.h. sie basieren auf denselben

klassenartigen grundlegenden Datentypen. Dies sihert die Vergleihbarkeit der Ansätze.

Dazu werden im ersten Abshnitt die grundlegenden Module (Graphen, Mengen, . . . ) vor-

gestellt. Dies geshieht, ähnlih einer Klassenbibliothek, so daÿ die zur Verfügung stehenden

Operationen mit Spezi�kation der Ein- und Ausgabe und der Funktionalität angegeben werden

ohne aber ihre konkrete Implementierung anzugeben.

Anshlieÿend werden dann die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen umgesetzt.

Wir verweisen noh auf einige grundlegenden Implementierungsgrundlagen. Die Knotenmenge

V wird mit den Zahlen f1; : : : ; jV jg identi�ziert und entspriht dem Datentyp Node. Dabei

müssen wir beahten, daÿ in C alle Felder mit 0 beginnen. Wir allozieren deshalb stets jV j+1

Elemente. Auÿerdem geshieht aus Ef�zienzgründen die Allozierung immer mit allo, einer

Speiheranforderung, die alle Elemente mit 0 initialisiert.

Analog zur Allozierung wird auh stets auf die Freigabe des verwendeten Speihers geahtet.

Dazu haben alle grundlegenden Module neben der natürlih benötigten Initialisierungsfunktion

eine Freigabefunktion.

Um die Übersihtlihkeit zu erhöhen, werden nur die Funktionen vorgestellt, die später auh

benötigt werden. Es sollte also niht verwundern, wenn ein Modul unvollständig wirkt.

Die C-Funktionen setzen meist direkt den Pseudoode um. Wir nennen sie daher ähnlih, die

kleinen Änderungen sind durh die C-Syntax bedingt. Um die Lesbarkeit der Algorithmen

zu erhöhen, bestehen diese meist aus entsprehenden Aufrufen anderer Funktionen und sind

deshalb ähnlih kompakt wie der Pseudoode. Falls allerdings die Umsetzung stark von den

Vorgaben abweiht, werden wir auf die Änderungen speziell eingehen.
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A.1 GRUNDLEGENDE FUNKTIONEN

A.1 Grundlegende Funktionen

Zuerst wollen wir die Graphen vorstellen. Es folgen eine Klasse zur Modellierung der standfor-

Struktur aus 5.2.1, die Breiten- und Tiefensuhe, Mengen, union-�nd-Strukturen und Pfeile.

Auf konkrete Implementierungen wird hier niht eingegangen. Diese können, wie im Beispiel

der Graphen, auh ausgewehselt werden.

A.1.1 Graphen

Die meisten Funktionen sind selbsterklärend. Es sei aber besonders auf die Makros verwiesen.

Sie stellen eine einfahe Shnittstelle dar, um alle Knoten oder Pfeile abzuarbeiten.

/* Eingabe : gerihteter Graph g */

/* Ausgabe : gerihteter Graph */

/* Funktion : Transponiert einen gerihteten Graphen g */

extern graph * transpose_graph ( graph *g );

/* Eingabe : Dimension dim */

/* Ausgabe : gerihteter Graph */

/* Funktion : Allokiert Speiher fuer gerihteten Graphen */

/* mit Dimension dim. */

extern graph * new_graph ( int dim );

/* Eingabe : Knoten x, Knoten y, gerihteter Graph g */

/* Ausgabe : --- */

/* Funktion : Fuegt einen Pfeil von x nah y in Graph g ein. Falls */

/* dieser vorhanden ist, erfolgt keine Veraenderung. */

extern void arrow_insert ( Node x, Node y, graph *g );

/* Eingabe : Knoten x, Knoten y, gerihteter Graph g */

/* Ausgabe : --- */

/* Funktion : Loesht den Pfeil von x nah y in Graph g. Falls */

/* dieser niht vorhanden ist, erfolgt keine Veraenderung. */

extern void arrow_delete ( Node x, Node y, graph *g );

/* Eingabe : Knoten x, Knoten y, gerihteter Graph g */

/* Ausgabe : Wahrheitswert */

/* Funktion : Prueft, ob im Graph g ein Pfeil von x nah y existiert */

extern bool is_arrow ( Node x, Node y, graph *g );
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/* Eingabe : gerihteter Graph g */

/* Ausgabe : (gemaess Eingabe:) gerihteter/ungerihteter Graph */

/* Funktion: Kopiert den Graphen g */

extern graph * opy_graph ( graph *g );

/* Eingabe : gerihteter Graph g */

/* Ausgabe : ganze Zahl */

/* Funktion: Liefert die Dimension des Graphen g */

extern int graph_dim ( graph *g );

/* Eingabe : gerihteter Graph g */

/* Ausgabe : ganze Zahl */

/* Funktion: Liefert die Anzahl der Pfeile */

extern int numberofarrows ( graph *g );

/* Eingabe : gerihteter Graph g */

/* Ausgabe : ganze Zahl */

/* Funktion: Loesht Graph g aus dem Speiher. Liefert als */

/* Resultat immer 1. */

extern int free_graph ( graph *g );

/* Eingabe : Graphen g, h */

/* Ausgabe : Vereinigungsgraph g u h */

/* Funktion: Liefert die Vereinigung der Graphen g und h */

extern void union_graph ( graph *g, graph *h );

/* MAKROS */

/* Die Knoten werden naheinander node zugeordnet */

forall_nodes( node, dim )

/* Allen Nahfolgern von start in graph wird end naheinander zugewiesen */

forall_adj_edges( start, end, graph )

/* Allen Nahfolgern von start in graph wird end naheinander zugewiesen;

dabei wird die Ordnung aus forall_adj_edges umgedreht */

forall_adj_edges_down( start, end, graph )

/* Allen Pfeilen in graph werden naheinander (start, end) zugeordnet */

forall_edges( start, end, graph )
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A.1.2 Standfor-Struktur

Wir modellieren hier die in Abshnitt 5.2.1 benötigte Abbildung standfor : E ! E. Dazu

benötigen wir neben der Initialisierung und der Freigabe die Abfrage und das Verändern der

Abbildung.

/* Eingabe : standfor-Graph g */

/* Ausgabe : gerihteter Graph vom Typ standfor */

/* Funktion : Kopiert den Graphen g in einen standfor-Graphen */

extern graph_sf *to_graph_sf ( graph *g );

/* Eingabe : standfor-Graph g */

/* Ausgabe : --- */

/* Funktion : Loesht standfor-Graph g aus dem Speiher. Liefert als */

/* Resultat immer 1. */

extern void free_graph_sf ( graph_sf *g );

/* Eingabe : standfor-Graph g, Pfeil von start nah end */

/* Ausgabe : --- */

/* Funktion : Liefert in start_sf und end_sf den Pfeil fuer den */

/* (start, end) steht */

extern void get_start_end_sf( graph_sf *g_sf,

Node start,

Node end,

Node *start_sf,

Node *end_sf );

/* Eingabe : standfor-Graph g, Pfeil von start nah end */

/* Ausgabe : --- */

/* Funktion : Aendert den Pfeil von (start, end) in (newstart, newend) */

extern void hange_standfor ( Node start,

Node end,

Node newstart,

Node newend,

graph_sf *g );
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A.1.3 Breiten- und Tiefensuhe

In diesem Abshnitt werden Funktionen aus dem Themenbereih der Breiten- und Tiefen-

suhe vorgestellt, unter anderem die Baumfunktionen, Klassi�kationsfunktionen und spezielle

Erreihbarkeitsfunktionen.

enum COLOUR {weiss, grau, shwarz};

/* Eingabe : Graph g und Knoten x */

/* Ausgabe : Graph */

/* Funktion : DFS-Baum von g mit Wurzel x */

extern graph * DFS_Tree( graph *g, Node x );

/* Eingabe : Graphen g, h */

/* Ausgabe : Graph */

/* Funktion : BFS-Baum von g mit Wurzel x */

extern graph * BFS_Tree( graph *g, Node x );

/* Eingabe : Graph g und Knoten start und end, feld olour */

/* Ausgabe : Wahrheitswert */

/* Funktion : Erreihbarkeit von start nah end in g mit Hilfe eines */

/* DFS-Durhlaufes ohne den Pfeil (start, end ) */

extern bool dfs_reah( graph *g,

Node atual_node,

int *olour,

Node to_found );

/* Eingabe : Knoten start und feld ( z.B aus searh( g ) ) */

/* Ausgabe : Integer */

/* Funktion : DFS-Zahl des Knoten start laut feld */

extern int dfs_zahl( Node start, felder feld );

/* Eingabe : Knoten start und end sowie feld (z.B aus searh( g ) ) */

/* Ausgabe : Boolesher Wert */

/* Funktion : Klassifikation des Pfeiles ( start, end ) laut feld */

extern bool is_treeedge( Node start, Node end, felder feld );

extern bool is_bakwardedge( Node start, Node end, felder feld );

extern bool is_forwardedge( Node start, Node end, felder feld );

extern bool is_rossedge( Node start, Node end, felder feld );
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/* Eingabe : Knoten start und end, sowie feld ( z.B aus searh( g ) ) */

/* Ausgabe : Knoten */

/* Funktion : Naehster gemeinsamer Vorfahren der Knoten start und end

laut feld ( also gemaess dem DFS-Baum ) */

extern Node la( Node start, Node end, felder feld );

/* Eingabe : Graph g */

/* Ausgabe : Felder in feld */

/* Funktion : DFS_Durhlauf fuer alle Knoten und Abspeihern der */

/* Informationen in feld */

extern felder searh( graph *g );

A.1.4 Union-�nd-Struktur

Es sei hier nur erwähnt, daÿ es keine direkte Umsetzung der MAKE-SET-Funktionalität gibt.

Dafür gibt es eine Initialisierung aller Elemente mit Hilfe von init_union_find. Um Ver-

wehslungen mit der internen C-Funktion union zu vermeiden, nennen wir sie manipulate.

/* Eingabe : Dimension dim */

/* Ausgabe : initialisierte Union-Find-Struktur mit dim-vielen Elementen */

/* Funktion : Initialisierung */

extern union_find init_union_find ( int dim );

/* Eingabe : Union-Find-Struktur C, Knoten x und y */

/* Ausgabe : Union-Find-Struktur, in der die beiden Komponenten, */

/* in der x bzw. y lagen, nah der Groesse vereinigt wurden */

/* Funktion : Vershmelzen */

extern union_find manipulate ( union_find C, Node x, Node y );

/* Eingabe : Union-Find-Struktur C, Knoten x */

/* Ausgabe : Repraesentantenknoten fuer die Komponente, in der x liegt */

/* Funktion : Repraesentanten finden */

extern Node find ( union_find C, Node x);

/* Eingabe : Union-Find-Struktur uf, die augeloest werden soll */

/* Ausgabe : 1, falls alles geklappt hat; 0 sonst */

/* Funktion : Speiherfreigabe */

extern int free_uf (union_find uf );
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A.1.5 Mengen

Dieser Abshnitt führt den Typ Menge ein. Wir stellen hier nur die benötigten Funktionen

vor.

/* Eingabe : Dimension */

/* Ausgabe : leere Menge mit maximal dim Elementen */

/* Funktion : Initialisierung */

extern Set empty_set ( int dim );

/* Eingabe : Element x, Menge M */

/* Ausgabe : Wahrheitswert, ob Operation erfolgreih ausgefuehrt wurde */

/* Funktion : Einfuegen eines Elementes */

extern bool insertElement ( Node x, Set *M );

/* Eingabe : Element x, Menge M */

/* Ausgabe : Wahrheitswert, ob Element x in der Menge M vorhanden ist */

/* Funktion : Einfuegen eines Elementes */

extern bool isElement ( Node x, Set M );

/* Eingabe : Menge M */

/* Ausgabe : Wahrheitswert, ob Operation erfolgreih ausgefuehrt wurde */

/* Funktion : Speiherfreigabe */

extern bool free_set ( Set S );
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A.1.6 Pfeile

Als letztes benötigen wir einen Typ, um Pfeile zu modellieren. Es werden Funktionen zum

Setzen und Abfragen einer Menge von Pfeilen vorgestellt sowie die im Abshnitt 6 benötigten

Konstanten nil und urrent.

typedef strut Edge

{

Node begin;

Node end;

} edge;

#define urrent NUM_MAX

#define nil 0

void get_edge( Node *u, Node *w, edge *to_get, Node v )

{

*u = to_get[ v ℄.begin;

*w = to_get[ v ℄.end;

}

void set_edge( Node u, Node w, edge *to_set, Node v )

{

to_set[ v ℄.begin = u;

to_set[ v ℄.end = w;

}
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A.2 Minimierungsalgorithmus

Im Kapitel 7.1 benötigen wir insgesamt 4 Kombinationen von Baumalgorithmen. Es wird hier

nur eine exemplarish vorgestellt.

graph * DFSBFS( graph *R )

{

graph *S, *RT, *help;

Node root = 1;

S = DFS_Tree( R, root );

RT = transpose_graph( R );

help = BFS_Tree( RT, root );

union_graph( S, help );

free_graph( help );

free_graph( RT );

return S;

}

Es bleibt noh die while-Shleife mitsamt dem Prädikat Q zu implementieren. Beahte, daÿ

wir auf die Variable B verzihten können; dies ermögliht das Makro forall_edges.

Auÿerdem sei auf die spezielle Funktionalität von dfs_reah verwiesen. Sie berehnet die

Erreihbarkeit zwishen zwei Knoten, ohne den direkten Weg zu berüksihtigen.

void Min_while( graph *A )

{

Node start, end;

forall_edges( start, end, A )

{

if( dfs_reah( A, start, end ) )

{

arrow_delete( start, end, A );

}

}

}

Aus den Betrahtungen in 7.1 ergibt sih folgende optimierte Version, die auh für die Tests

eingesetzt wurde. Dazu berehnen wir vorab den Ausgangs- und Eingangsgrad für jeden Kno-

ten in den Variablen sus und preds.
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void Min_while( graph *A )

{

Node start, end;

Node *preds, *sus;

preds = ( Node* )allo( graph_dim( A ) + 1, sizeof( Node ) );

sus = ( Node* )allo( graph_dim( A ) + 1, sizeof( Node ) );

forall_edges( start, end, A )

{

preds[ end ℄++;

sus[ start ℄++;

}

forall_edges( start, end, A )

{

if( ( sus[ start ℄ > 1 ) && ( preds[ end ℄ > 1 ) )

{

if( dfs_reah( A, start, end ) )

{

arrow_delete( start, end, A );

sus[ start ℄--;

preds[ end ℄--;

} } }

free( sus );

free( preds );

}

Aus den erarbeiteten Funktionen ergibt sih der folgende grundsätzlihe Aufbau, der hier

exemplarish mit einer Vorberehnung dargestellt wird:

graph * TransRed_DFS_BFS( graph *R )

{

graph *S;

S = DFSBFS( R );

Min_while( S );

return S;

}
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A.3 Algorithmus von Simon

Shon die Entwiklung des Algorithmus von Simon hat gezeigt, daÿ der entstehende Code sehr

lang und kompliziert ist. Wir werden deshalb nur den erarbeiteten Pseudoode direkt umsetzen

und auf unübersihtlihe Optimierungen verzihten. Für die Tests wurden ef�zienzsteigernde

Maÿnahmen natürlih berüksihtigt.

Dabei muÿ klar sein, daÿ bei der theoretishen Entwiklung die Knoten mit ihren DFS-Zahlen

identi�ziert wurden und so auh die entsprehenden Minima gebildet wurden.

A.3.1 A

Es werden zwei Graphen zurükgegeben. Der DFS-Baum T muÿ indirekt zurükgegeben wer-

den.

graph* AlgA( graph *g, graph **T, Node root )

{

graph *C, *B, *res;

graph_sf *g_sf;

felder feld;

int dim;

Node *bakpoint;

Node start;

Node end;

Node w;

Node start_sf;

Node end_sf;

dim = graph_dim( g );

bakpoint = ( Node* )mallo( ( dim + 1 ) * sizeof( Node ) );

feld = searh( g );

g_sf = to_graph_sf( g );

C = new_graph( dim );

B = new_graph( dim );

*T = new_graph( dim );

res = new_graph( dim );

forall_nodes( start, dim )

{

bakpoint[ start ℄ = start;

}

106



A.3 ALGORITHMUS VON SIMON

forall_edges( start, end, g )

{

/* Baumpfeile */

if( is_treeedge( start, end, feld ) )

{

arrow_insert( start, end, *T );

arrow_insert( start, end, res );

}

/* Ruekwaertspfeile */

else if( is_bakwardedge( start, end, feld ) )

{

arrow_insert( start, end, B );

arrow_insert( start, end, res );

if( dfs_zahl( end, feld ) < dfs_zahl( bakpoint[ start ℄, feld ) )

{

bakpoint[ start ℄ = end;

}

}

/* Vorwaertspfeile */

else if( is_forwardedge( start, end, feld ) )

{

/* gleih entfernen */

;

}

/* Querpfeile */

else

{

arrow_insert( start, end, C );

arrow_insert( start, end, res );

}

}

/* forall e \in B */

forall_edges( start, end, B )

{

if( end != bakpoint[ start ℄ )

{

arrow_delete( start, end, res );

}

}

free_graph( B );
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/* forall e \in C */

forall_edges( start, end, C )

{

w = la( start, end, feld );

if( dfs_zahl( w, feld ) < dfs_zahl( bakpoint[ start ℄, feld ) )

{

arrow_insert( start, w, res);

arrow_delete( start, bakpoint[ start ℄, res );

hange_standfor( start, w, start, end, g_sf );

bakpoint[ start ℄ = w;

}

arrow_delete( start, end, res );

}

free_graph( C );

/* R-test */

R_test( root, res, *T, g_sf, bakpoint, feld );

free_felder( feld );

free( bakpoint );

/* standfor */

forall_edges( start, end, res )

{

get_start_end_sf( g_sf, start, end, &start_sf, &end_sf );

if( ( start != start_sf ) || ( end != end_sf ) )

{

arrow_delete( start, end, res );

arrow_insert( start_sf, end_sf, res );

}

}

free_graph_sf( g_sf );

return res;

}
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A.3.2 R-test

Die Funktion RedueBakward ist direkt eingebaut.

void R_test( Node v, graph *res, graph *T, graph_sf *g_sf,

Node *bakpoint, felder feld )

{

Node z, end, start_sf, end_sf;

bool leaf = true, first = true;

forall_adj_edges( v, end, T )

{

leaf = false;

R_test( end, res, T, g_sf, bakpoint, feld );

}

if( !leaf )

{

forall_adj_edges( v, end, T )

{

if( first )

{

z = bakpoint[ end ℄;

first = false;

}

else

{

if( dfs_zahl( bakpoint[ end ℄, feld ) < dfs_zahl( z, feld ) )

{

z = bakpoint[ end ℄;

} } }

if( v != z )

{

if(dfs_zahl( bakpoint[ v ℄, feld ) < dfs_zahl( bakpoint[ z ℄, feld ))

{

arrow_delete( z, bakpoint[ z ℄, res );

arrow_insert( z, bakpoint[ v ℄, res );

get_start_end_sf( g_sf, v, bakpoint[ v ℄, &start_sf, &end_sf );

hange_standfor( z, bakpoint[ v ℄, start_sf, end_sf, g_sf );

bakpoint[ z ℄ = bakpoint[ v ℄;

}

arrow_delete( v, bakpoint[ v ℄, res );

bakpoint[ v ℄ = z;

} } }
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A.3.3 RedueTreeEdges

Es werden zwei Graphen zurükgegeben: einer direkt, der andere indirekt in der Variablen

res.

Die Funktion dfs_reah prüft die Erreihbarkeit zwishen zwei Knoten ohne den direkten

Pfeil. Deshalb ist die Umsetzung der ersten if-Shleife etwas komplizierter.

graph * RedueTreeEdges( graph *g, graph *T1, graph *T2,

Node root, graph **res )

{

Node start;

Node end;

graph *nonredsinktree;

nonredsinktree = opy_graph( g );

*res = opy_graph( g );

forall_edges( start, end, T1 )

{

if( is_arrow( start, end, T2 ) )

{

arrow_delete( start, end, nonredsinktree );

if( !is_arrow( start, root, nonredsinktree ) &&

!dfs_reah( nonredsinktree, start, root ) )

{

arrow_insert( start, end, nonredsinktree );

}

if( dfs_reah( *h, start, end ) )

{

arrow_delete( start, end, *h );

}

}

}

return nonredsinktree;

}
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A.3.4 Theo2

graph *Theo2( graph *g, graph **nonredsinktree, Node root )

{

graph *res;

graph *Ts;

graph *T;

graph *gstrih;

graph *Gr;

graph *GrT;

Gr = transpose_graph( g );

GrT = AlgA( Gr, &T, root );

Ts = transpose_graph( T );

free_graph( T );

gstrih = transpose_graph( GrT );

g2 = AlgA( gstrih, &T, root );

*nonredsinktree = RedueTreeEdges( g2, T, Ts, *res );

free_graph( GrT );

free_graph( gstrih );

free_graph( Gr );

free_graph( Ts );

free_graph( T );

free_graph( g2 );

return res;

}
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A.3.5 TransRed-Simon

graph * TransRed_Simon( graph *g )

{

graph *res1;

graph *res2;

graph *res1T;

graph *nonredtree1;

graph *nonredtree2;

graph *nonredtree2T;

Node root = 1;

res1 = Theo2( g, &nonredtree1, root );

res1T = transpose_graph( res1 );

res2 = Theo2( res1T, &nonredtree2T, root );

nonredtree2 = transpose_graph( nonredtree2T );

union_graph( nonredtree1, nonredtree2 );

free_graph( nonredtree2T );

free_graph( res1T );

free_graph( res2 );

free_graph( res1 );

free_graph( nonredtree2 );

return nonredtree1;

}
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A.4 Approximativer Algorithmus von Khuller et al.

Wir wollen in diesem Abshnitt die Algorithmen aus dem Kapitel 6 sowie die Erweiterun-

gen aus dem 7. Abshnitt vorstellen. Dabei ist vor allem zu beahten, alle Variablen an die

Prozeduren zu übergeben sowie die Ergebnisse zurükzubekommen.

A.4.1 CONTRACT-CYCLE

void ontrat_yle( Node w, edge *to_ative, edge *from_root,

edge *to_root, union_find uf, graph *S )

{

Node , p;

Node f_start, f_end;

Node t_start, t_end;

Node a_start, a_end;

Node start, end;

get_edge( &start, &end, to_ative, find( uf, w ) );

while( ( start != urrent ) || ( end != urrent ) )

{

if( ( start == nil ) && ( end == nil ) )

{

get_edge( &, &p, to_root, find( uf, w ) );

get_edge( &a_start, &a_end, to_ative, find( uf, p ) );

arrow_insert( , p, S );

}

else

{

get_edge( &p, &, to_ative, find( uf, w ) );

get_edge( &a_start, &a_end, to_ative, find( uf,  ) );

arrow_insert( p, , S );

}

get_edge( &f_start, &f_end, from_root, find( uf, p ) );

get_edge( &t_start, &t_end, to_root, find( uf, p ) );

uf = manipulate( uf, p,  );

set_edge( a_start, a_end, to_ative, find( uf, w ) );

set_edge( f_start, f_end, from_root, find( uf, w ) );

set_edge( t_start, t_end, to_root, find( uf, w ) );

get_edge( &start, &end, to_ative, find( uf, w ) );

}

}
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A.4.2 DFS-CONTRACT

void dfs_ontrat( graph *g, graph *S, Node u, Node *olour, edge *to_ative,

edge *from_root, edge *to_root, union_find uf )

{

Node w, x, y;

olour[ u ℄ = grau;

set_edge( urrent, urrent, to_ative, find( uf, u ) );

forall_adj_edges( u, w, g )

{

if( olour[ w ℄ == weiss )

{

set_edge( u, w, from_root, find( uf, w ) );

set_edge( u, w, to_ative, find( uf, u ) );

dfs_ontrat( g, S, w, olour, to_ative, from_root, to_root, uf );

set_edge( urrent, urrent, to_ative, find( uf, u ) );

}

else

{

if( find( uf, u ) != find( uf, w ) )

{

get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, u ) );

if( find( uf, x ) == find( uf, w ) )

{

set_edge( u, w, to_root, find( uf, u ) );

}

else

{

get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, w ) );

if( find( uf, x ) != find( uf, u ) )

{

ontrat_yle( w, to_ative, from_root, to_root, uf, S );

arrow_insert( u, w, S );

} } } } }

olour[ u ℄ = shwarz;

set_edge( nil, nil, to_ative, find( uf, u ) );

}
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A.4.3 CONTRACT-CYCLES

3

graph * ontrat_yles_3( graph *g )

{

int dim;

graph * S;

union_find uf;

Node * olour;

edge * to_ative;

edge * to_root;

edge * from_root;

Node root = 1;

dim = graph_dim( g );

uf = init_union_find( dim );

S = new_graph( dim );

olour = (Node *)allo( dim + 1, sizeof( Node ) );

to_ative = (edge *)allo( dim + 1, sizeof( edge ) );

to_root = (edge *)allo( dim + 1, sizeof( edge ) );

from_root = (edge *)allo( dim + 1, sizeof( edge ) );

dfs_ontrat( g, S, root, olour, to_ative, from_root, to_root, uf );

add_2_yles( S, g, uf, from_root, to_root, root );

free( olour );

free( from_root );

free( to_root );

free( to_ative );

free_uf( uf );

return S;

}
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A.4.4 ADD-2-CYCLES

Eine Ef�zienzsteigerung kann dadurh erreiht werden, daÿ Pfeile wie in 6.2.1 beshrieben

niht doppelt eingefügt werden. Daher dient die Menge T dazu, sih die Vertreterknoten zu

merken.

void add_2_yles( graph *S, graph *g, union_find uf,

edge *from_root, edge *to_root, Node root )

{

int dim;

Node i;

Node a, b;

Node findNode;

Set T;

dim = graph_dim( g );

T = empty_set( dim );

insertElement( find( uf, root ), &T );

forall_nodes( i, dim )

{

findNode = find( uf, i );

if( !isElement( findNode, T ) )

{

insertElement( findNode, &T );

get_edge( &a, &b, from_root, findNode );

arrow_insert( a, b, S );

get_edge( &a, &b, to_root, findNode );

arrow_insert( a, b, S );

}

}

free_set( T );

}
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A.4.5 DFS-CONTRACT-ORDUNG

Wir betrahten die Prozedur dfs_ontrat und ihre Abarbeitungsreihenfolge der Pfeile als

die �normale� Ordnung und stellen hier die dazu entgegengesetzte Ordnung vor.

void dfs_ontrat_down( graph *g, graph *S, Node u, Node *olour,

edge *to_ative, edge *from_root, edge *to_root,

union_find uf )

{

Node w, x, y;

olour[ u ℄ = grau;

set_edge( urrent, urrent, to_ative, find( uf, u ) );

forall_adj_edges_down( u, w, g )

{

if( olour[ w ℄ == weiss )

{

set_edge( u, w, from_root, find( uf, w ) );

set_edge( u, w, to_ative, find( uf, u ) );

dfs_ontrat_down( g, S, w, olour, to_ative,

from_root, to_root, uf );

set_edge( urrent, urrent, to_ative, find( uf, u ) );

}

else

{

if( find( uf, u ) != find( uf, w ) )

{

get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, u ) );

if( find( uf, x ) == find( uf, w ) )

{

set_edge( u, w, to_root, find( uf, u ) );

}

else

{

get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, w ) );

if( find( uf, x ) != find( uf, u ) )

{

ontrat_yle( w, to_ative, from_root, to_root, uf, S );

arrow_insert( u, w, S );

} } } } }

olour[ u ℄ = shwarz;

set_edge( nil, nil, to_ative, find( uf, u ) );

}
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A.4.6 CONTRACT-CYCLES

3

-ORDNUNG

Diese Funktion wählt nur zwishen den Funktionen dfs_ontrat und dfs_ontrat_down

mit den vershiedenen Ordnungen aus.

graph * ontrat_yles_3_ord( graph *g, bool ord )

{

int dim;

graph * S;

union_find uf;

Node * olour;

edge * to_ative;

edge * to_root;

edge * from_root;

Node root = 1;

dim = graph_dim( g );

uf = init_union_find( dim );

S = new_graph( dim );

olour = (Node *)allo( dim + 1, sizeof( Node ) );

to_ative = (edge *)allo( dim + 1, sizeof( edge ) );

to_root = (edge *)allo( dim + 1, sizeof( edge ) );

from_root = (edge *)allo( dim + 1, sizeof( edge ) );

if( ord )

dfs_ontrat( g, S, root, olour, to_ative, from_root, to_root, uf );

else

dfs_ontrat_down( g, S, root, olour, to_ative,

from_root, to_root, uf );

add_2_yles( S, g, uf, from_root, to_root, root );

free( olour );

free( from_root );

free( to_root );

free( to_ative );

free_uf( uf );

return S;

}
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A.4.7 CONTRACT-CYCLES

3

-ITER

Anstelle des Vergleihes g = h testen wir aus Ef�zienzgründen die Kardinalität der beiden

Graphen.

graph * ontrat_yles_3_iter( graph *g )

{

graph * res;

graph * help;

int noa_old;

int noa_at;

bool ord = false;

res = ontrat_yles_3_ord( g, ord );

noa_at = numberofarrows( res );

do

{

noa_old = noa_at;

ord = !ord;

help = ontrat_yles_3_ord( res, ord );

noa_at = numberofarrows( help );

if( noa_old > noa_at )

{

free_graph( res );

res = help;

help = NULL;

}

}

while( noa_old > noa_at );

free_graph( help );

return res;

}
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A.4.8 DFS-CONTRACT-WHITE

Wir teilen das Besuhen der Pfeile auf. Die erste Shleife besuht nur weiÿe Knoten, die zweite

Shleife die restlihen. Eine direkte Umsetzung des Pseudoodes führt zu einer speiherinten-

siven Variante, da eine Speiherung der besuhten Pfeile notwendig ist. Bei der vorgestellten

Variante müssen wir nur siherstellen, daÿ durh das erneute Besuhen eines Pfeiles keine

Veränderungen der Variablen vorgenommen wird.

Eine entsprehende Einbettung in die übergeordnete Funktion ontrat_yles_3_white ist

leiht und wird hier niht dargestellt.

void dfs_ontrat_white( graph *g,

graph *S,

Node u,

Node *olour,

edge *to_ative,

edge *from_root,

edge *to_root,

union_find uf )

{

Node w;

Node x;

Node y;

olour[ u ℄ = grau;

set_edge( urrent, urrent, to_ative, find( uf, u ) );

forall_adj_edges( u, w, g )

{

if( olour[ w ℄ == weiss )

{

set_edge( u, w, from_root, find( uf, w ) );

set_edge( u, w, to_ative, find( uf, u ) );

dfs_ontrat_white( g, S, w, olour, to_ative,

from_root, to_root, uf );

set_edge( urrent, urrent, to_ative, find( uf, u ) );

}

}
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forall_adj_edges( u, w, g )

{

if( find( uf, u ) != find( uf, w ) )

{

get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, u ) );

if( find( uf, x ) == find( uf, w ) )

{

set_edge( u, w, to_root, find( uf, u ) );

}

else

{

get_edge( &x, &y, from_root, find( uf, w ) );

if( find( uf, x ) != find( uf, u ) )

{

ontrat_yle( w, to_ative, from_root, to_root, uf, S );

arrow_insert( u, w, S );

}

}

}

}

olour[ u ℄ = shwarz;

set_edge( nil, nil, to_ative, find( uf, u ) );

}

A.4.9 TransRed-CONTRACT-CYCLES

3

-WHITE

Die Berehnung einer transitiven Reduktion auf der Basis des approximativen Verfahrens ha-

ben wir in Kapitel 7.4 mit Hilfe einer Nahminimierung mit dem Verfahren aus Kapitel 4

umgesetzt. Diese wird an einem Beispiel vorgestellt, die anderen Verfahren können entspre-

hend implementiert werden.

graph * TransRed_ontrat_white( graph *R )

{

graph *A;

A = ontrat_yles_3_white( R );

Min_while( A );

return A;

}
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Anhang B

Relationale Implementierung

In diesem Kapitel werden relationale Implementierungen einiger Verfahren dieser Arbeit vor-

gestellt. Dazu wurde das an der Christian-Albrehts-Universität zu Kiel entwikelte System

RelView verwendet. Zur Bedienung und auf implementierungstehnishe Einzelheiten sei auf

[25, 3, 4, 6℄ verwiesen.

B.1 Grundlagen

B.1.1 Breitensuhe

BFS(R,s)

DECL a, p, x, y, w, z, T

BEG

x = s;

y = R^*x & -x;

T = x*y^;

WHILE -empty(y) DO

x = x | y;

w = R^*x & -x;

z = O(x);

WHILE -eq(w,z) DO

p = point(y);

y = y & -p;

a = R^*p & -(x | z);

T = T | p*a^;

z = z | a

OD;

y = R^*x & -x

OD

RETURN T

END.
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B.1.2 Tiefensuhe

DFS(R,s)

DECL p, q, w, b, g, T

BEG

T = O(R);

b = On1(R);

g = s;

p = s;

WHILE -empty(p) DO

w = R^*p & -(b|g);

IF empty(w) THEN

b = b | p;

g = g & -p;

p = T*p

ELSE

q = point(w);

g = g | q;

T = T | p*q^;

p = q

FI

OD

RETURN T

END.
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B.2 MINIMIERUNGSALGORITHMUS

B.2 Minimierungsalgorithmus

Wir stellen hier nur eine möglihe Variante vor. Die anderen Vorberehnungen können leiht

durh Ersetzen der Aufrufe DFS und BFS erzeugt werden.

TransRed_DFS_BFS(R)

DECL A, B, edge, p

BEG

p = point(Ln1(R));

A = DFS(R,p) | (BFS(R^,p))^;

B = A;

WHILE -empty(B) DO

edge = atom(B);

IF inl(L(R),rt(A & -edge)) THEN

A = A & -edge;

B = B & -edge

ELSE

B = B & -edge

FI

OD

RETURN A

END.
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B.3 Approximativer Algorithmus von Khuller et al.

In diesem Abshnitt wird eine relationale Implementierung des approximativen Ansatzes vor-

gestellt. Die Entwiklung des relationalen Programms auf der Basis eines niht rekursiven

Tiefensuhdurhlaufes war dabei der Ideengeber für die Variante, zuerst nur die unbesuhten

Knoten abzuarbeiten.

B.3.1 Union-Find-Struktur

InitUF(R) = I(R).

findUF(p,UF) = UF^*p.

unionUF(p,q,UF)

DECL fp, fq

BEG

fp = findUF(p,UF);

fq = findUF(q,UF)

RETURN (UF & -( (UF*fp)*fp^ ) ) | (UF*fp)*fq^

END.

B.3.2 CONTRACT-CYCLES

3

setedges(R, x, y) = (R & -(x*L1n(R))) | x*y^.

Khuller(R)

DECL a, b, b1, p, q, b, fp, fq, fr, fx, fy, fstart, fend, g, r, tstart,

tend, toative, w, x, y, A, ArSet, E, S, T, ToRootStart, ToRootEnd,

FromRootStart, FromRootEnd, ToAtiveStart, ToAtiveEnd, UF

BEG

r = point(Ln1(R));

ArSet = R;

S = O(R);

T = O(R);

UF = InitUF(R);

ToRootStart = O(R);

ToRootEnd = O(R);

FromRootStart = O(R);

FromRootEnd = O(R);

ToAtiveStart = O(R);

ToAtiveEnd = O(R);

toative = r;

b = O(r);

125



B.3 APPROXIMATIVER ALGORITHMUS VON KHULLER ET AL.

g = r;

p = r;

WHILE -empty(ArSet) DO

w = R^*p & -(b|g);

IF empty(w) THEN

A = p*L1n(R) & ArSet;

WHILE -empty(A) DO

E = atom(A);

q = ran(E);

A = A & -E;

ArSet = ArSet & -E;

fp = findUF(p, UF);

toative = fp;

fq = findUF(q, UF);

IF -eq(fp, fq) THEN

x = FromRootStart^*fp;

IF eq(findUF(x, UF), fq) THEN

ToRootStart = setedges(ToRootStart, fp, p);

ToRootEnd = setedges(ToRootEnd, fp, q)

ELSE

x = FromRootStart^*fq;

IF -eq(findUF(x, UF), fp) THEN

WHILE -eq(toative, fq) DO

fq = findUF(q, UF);

IF empty(ToAtiveStart^*fq) THEN

x = ToRootStart^*fq;

y = ToRootEnd^*fq;

fy = findUF(y, UF);

a = ToAtiveStart^*fy;

b1 = ToAtiveEnd^*fy;

S = S | x*y^

ELSE

y = ToAtiveStart^*fq;

x = ToAtiveEnd^*fq;

fx = findUF(x, UF);

a = ToAtiveStart^*fx;

b1 = ToAtiveEnd^*fx;

S = S | y*x^

FI;

fy = findUF(y, UF);

fstart = FromRootStart^*fy;

fend = FromRootEnd^*fy;
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tstart = ToRootStart^*fy;

tend = ToRootEnd^*fy;

UF = unionUF(x, y, UF);

toative = findUF(p, UF);

fq = findUF(q, UF);

ToAtiveStart = setedges(ToAtiveStart, fq, a);

ToAtiveEnd = setedges(ToAtiveEnd, fq, b1);

FromRootStart = setedges(FromRootStart, fq, fstart);

FromRootEnd = setedges(FromRootEnd, fq, fend);

ToRootStart = setedges(ToRootStart, fq, tstart);

ToRootEnd = setedges(ToRootEnd, fq, tend)

OD;

S = S | p*q^

FI

FI

FI

OD;

ToAtiveStart = ToAtiveStart & -(findUF(p, UF)*L1n(R));

b = b | p;

g = g & -p;

p = T*p

ELSE

q = point(w);

fp = findUF(p, UF);

fq = findUF(q, UF);

ToAtiveStart = setedges(ToAtiveStart, fp, p);

ToAtiveEnd = setedges(ToAtiveEnd, fp, q);

FromRootStart = setedges(FromRootStart, fq, p);

FromRootEnd = setedges(FromRootEnd, fq, q);

g = g | q;

T = T | p*q^;

ArSet = ArSet & -(p*q^);

toative = fq;

p = q

FI

OD;

x = Ln1(R);

fr = findUF(r, UF);

WHILE -empty(x) DO

p = point(x);

x = x & -p;
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fp = findUF(p, UF);

IF -eq(fp, fr) THEN

a = ToRootStart^*fp;

b1 = ToRootEnd^*fp;

S = S | a*b1^;

a = FromRootStart^*fp;

b1 = FromRootEnd^*fp;

S = S | a*b1^

FI

OD

RETURN S

END.
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