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Hausaufgabe 1 (4 + 2 Punkte)

Voraussetzung: Wir definieren die Relation = auf Z x Z, indem wir fiir alle (a, b), (¢,d) € Z x Z setzen
(a,b) = (¢,d) = a—d=c—b.
Sei die Funktion f : Z x Z — 7 x Z definiert durch f(x,y) = (y, x) fiir alle (z,y) € Z x Z. Zeigen Sie:

(a) Beh.: Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Refl.: Sei (a,b) € Z x Z. Dann gilt a — b = a — b und damit ist (a, b) = (a, b).

Symm.: Seien (a, b), (¢,d) € Z x Z und es gelte (a,b) = (¢, d). Dann gilt a — d = ¢ — b. Insbesondere gilt auch
¢ —b=a— dund damit (¢, d) = (a,b).

Trans.: Seien (a,b), (c,d), (e, f) € Z x Z und es gelte (a,b) = (¢,d) und (¢, d) = (e, f). Dann gelten a — d =
c—bundc— f=e—d. [Z.z:a— f=e—b.|Esgilt

a—f=a+(e—d—c) dac— f=e—d,also—f=e—d—c
=a—d+e—c
=c—b+e—c daa—d=c—b
=—-b+e=e—b. g

Jeweils einen Punkt fiir die Reflexivitit und die Symmetrie und zwei fiir die Transitivitit. Alle Rechnungen
kann man auch mit Hilfe logischer Umformungen machen.

(b) Beh.: Die Funktion f ist bijektiv und es gilt f~! = f.

Beweis. Wir zeigen, dass f o f = idgzxz gilt und sind fertig, weil es dann Links- und Rechtsinverse von sich
selbst ist. Dann ist f nimlich bijektiv und es gilt f~! = f. Sei (a,b) € Z x Z. Dann gilt

(f o f)(a7 b) = f(f(a7 b)) = f(b7 a’) = (a7 b) = idZXZ(a7b) : O

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)
Voraussetzung: Seien A eine Menge und A := { R € P(A x A) | R Aquivalenzrelation }.
Behauptung: Fiir jedes nichtleere R C A gilt: (| R ist Aquivalenzrelation.

Beweis. Sei R C Amit R # .

Refl.: Seien z € Aund R € R. Dann gilt xRz, da R reflexiv ist, also (z,z) € R. Damit giltalsoV.S € R: (z,x) € S
und daher (z,x) € (R.

Symm.: Seien x,y € A mit (x,y) € (R und R € R. Wegen (x,y) € (R ist auch (z,y) € R und weil R symme-
trisch ist, haben wir (y, x) € R. Nach Definition des Schnittes gilt also (y,z) € [ R.

Trans.: Seien x,y,z € A mit (z,y), (y,2) € (YR und R € R. Dann gilt (x,y), (y,2) € R. Da R auch transitiv ist,
folgt (x, z) € R und damit (x, z) € [ R.

Man kann alle Teile auch durch logische Umformungen machen. Die Reflexivitit und die Symmetrie sind kein
Problem, bei der Transitivitit muss im Falle logischer Umformungen genau auf die Pfeilrichtung geachtet wer-
den. Es gibt einen Punkt fiir die Reflexivitit, und jeweils zwei fiir die anderen beiden Eigenschaften. O



Hausaufgabe 3 (8+1 Punkte)

Voraussetzung: Sei M eine nichtleere Menge. Wir definieren die Relation = auf der Menge S(M) der bijektiven
Funktionen auf M, indem wir fiir alle f, g € S(M) festlegen: f = g <= Ih € S(M): f=hogoh™!
Behauptung:

(a) = eine Aquivalenzrelation ist.
(b) Im Fall |M|=2gilt|S(M)/=]|=2.

Beweis. (a) Reflexiv: Sei f € S(M). Setze h := idy;. Es ist idyy bijektiv, also h € S(M), und idy; = idys. Weiter
gilt, da idps rechts- und linksneutral: f = idy; o foidy = idpro fo idX/[1 = ho foh™!. Also folgt mit der Definition
von = auch f = f.

Symmetrisch: Seien f,g € S(M) mit f = g. Nach Definition von = gibt es also h € S(M) mit f = hogo h™L.
Setze h' := h~!.Dah € S(M), giltauch i’ € S(M). Weiter gilt:

f=hogoh™' <= foh=hogoh loh
—htofoh=h"tohogoh™toh
— h7lo foh=idyogoidy Definition Umkehrfunktion

~—hlofoh=yg idys rechts- und linksneutral

Nach Definition von = folgt g = f.

Transitiv: Seien f,g,h € S(M) mit f = g und g = h. Nach Definition von = gibt es also hj, he € S(M) mit
f=hiogo hl_l und g = hgoho h2_1. Setze hy := hj o hg. Da hy, hy € S(M), gilt auch hy € S(M), da die
Komposition bijektiver Funktionen wieder bijektiv ist. Weiter gilt

f=hiogoht=hjohyohohy oh! =hjohyoho(hyohy)™!,
wobei die letzte Gleichheit mit dem Hinweis folgt. Nach Definition von = folgt f = h. O

(b) -
(a) Zwei Punkte gibt es fiir die Reflexivitiit und jeweils drei fiir die beiden anderen Eigenschaften. Es gibt dabei
jeweils einen Punkt fiir die Angabe eines richtigen hs. Die restlichen fiir die Begriindungen bzw. Rechnungen.



